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Todo professor deve cuidar de que seu trabalho tenda a resultados definidos.
Antes de tentar ensinar uma matéria, deve ter em seu espirito um plano distinto, e
saber o que precisamente deseja conseguir. Nao deve ficar satisfeito com a
apresentacdo de qualquer assunto antes que o estudante compreenda o0s
principios nele envolvidos, perceba a sua verdade, e esteja apto a referir
claramente o que aprendeu.

Ellen G. White, 1977.

Entendo matemética como uma estratégia desenvolvida pela espécie humana ao
longo de sua histéria para explicar, para entender, para manejar e conviver com a
realidade sensivel, perceptivel, e com o seu imaginario, naturalmente dentro de
um contexto natural e cultural.

Ubiratan D’Ambrosio, 2002.



RESUMO

Neste trabalho, analisamos as possibilidades didaticas de uso da
investigacdo em sala de aula, a partir de uma experiéncia com estudantes do
ensino médio no Centro Federal de Educacédo Tecnolégica da Paraiba — CEFET
PB, na qual abordamos o estudo das secc¢Oes coOnicas. Para o alcance dos
nossos objetivos tomamos como aporte tedrico as concepcoes referentes a
aprendizagem significativa em conexdo com a investigacdo em histéria da
matematica. A pesquisa em sala de aula efetivou-se através de atividades que
instigaram, no aprendiz, o desejo de investigar os conceitos préprios das sec¢des
cOnicas. Os resultados das atividades propostas e postas em pratica mostraram a
efichAcia e a eficiéncia de tal metodologia na construgdo do conhecimento
requerido, nos mostrando que a investigacdo em sala de aula conduz os
envolvidos, nesse processo, a olhar de forma mais globalizante para as origens e
0os métodos utilizados para desenvolver, além das varias representacdes
apresentadas pela matemética, o que, certamente conduz, principalmente os

alunos, a uma aprendizagem significativa.

Palavras-chave: Aprendizagem, Cénicas, Educacdo, Histéria da Matematica,

Investigacéao.



ABSTRACT

In this work, the didactical possibilities of investigation use in classroom,
through an experience with high school students from Federal Center of
Technological Education of Paraiba, as well as the study of conic sections were
analysed. In order to fulfill our goals the theoretical conceptions concerning the
meaninful learning in conection with the investigation of mathematics history were
taken into account. The classroom research occurred by means of activities which
encouraged the learner to investigate his own concepts on the conic sections. The
results of the proposed activities showed the effectiveness and the efficiency of
such a methodology as regards the making up of the required knowledge. They
also reveal that the investigation in the classroom guides the ones involved, in this
process, to have a wider look at the origins, the methods used and the several
representations presented by mathematics that certainly lead, specially the

students, to a meaninful learning.

Keywords: Learning, Conic, Education, Mathematics History, Investigation.
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10. INTRODUCAO

Lecionando matematica para o ensino meédio desde agosto de 1982,
testemunhando e participando de inovag¢des apds inovacdes dentro das praticas
educacionais e convivendo, no dia-a-dia, com as persistentes dificuldades basicas
pedagogicas, sentimos a caréncia de um ensino e de uma aprendizagem com
significado. Nesse sentido percebemos que “o mais importante fator isolado que
influencia a aprendizagem é o que o aprendiz ja sabe. Determine isto e ensine-o
de acordo”. (AUSUBEL, 1968, p. vi apud NOVAK, 1981, p. 9).

Novak afirma, ainda, que

Determinar o que o aluno ja sabe significa identificar os elementos
existentes no estoque de conhecimento do aprendiz que s&o relevantes
ao que esperamos ensinar, [...].A idéia central na teoria de Ausubel é o
que ele descreve como aprendizagem significativa. Para Ausubel,
aprendizagem significativa € um processo no qual uma nova informagéo
€ relacionada a um aspecto relevante, ja existente, da estrutura de
conhecimento de um individuo. [...] Quando conceitos relevantes ndo
existem, na estrutura cognitiva de um individuo, novas informagdes tém
gue ser aprendidas mecanicamente. [...] Aprendizagem mecanica é
sempre necessdria quando um individuo adquire informacdes, em uma
area do conhecimento, completamente ndo relacionada ao que ele ja
sabe. [...] Alguns estudos indicam que a maioria das informacdes
aprendida mecanicamente nas escolas é perdida dentro de seis a oito
semanas. (NOVAK, 1981, 56, 58, 59 e 66).

Segundo Ontoria (2004), o que corresponde a aprendizagem memoristica €
a aprendizagem superficial a qual contrapde-se a aprendizagem com significado
que procura aprofundar-se principalmente na compreensdo do conteddo ou da
informacao, sendo o préprio aluno o edificador do seu conhecimento por meio de
sua forma de pensar. Denominacdo semelhante é dada por Moreira (1982)
quando atribui a esse tipo de aprendizagem a expressdo mecanica. No entanto,
precisamos “reconhecer que mecéanica -> significativa € um continuum e ndo uma

dicotomia” (NOVAK, 1981, p. 62).
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Inquieta-nos o perigo de, em sala de aula, apresentarmos teorias
matematicas aridas, acabadas em si mesmas, huma cuidada organizacao logica
que deixa passar a impressdao de que seus fundadores avancavam de um
teorema para o seguinte de maneira simples e natural, capazes de superar
qualquer dificuldade (KLINE, 1992). Também, o perigo de apresentarmos um
ensino puramente mecanico em que, memorizando receitas para a resolucao de
exercicios especificos, a compreenséao peculiar ao assunto seja adiada.

Sendo o significado um importante fator para a aprendizagem,
necessitamos de metodologias de ensino e de aprendizagem gue levem de forma
eficiente e eficaz’ a apreens&o de um novo conhecimento.

Numa incursdo historica, devemos buscar os fundamentos, as raizes das
teorias matematicas hoje desenvolvidas para ampliarmos a compreensdo dos
conceitos. Talvez ndo cheguemos a total clareza de tais teorias e tais conceitos,
mas poderemos chegar a uma idéia da sua natureza, e até reviver conflitos e
frustracdes que os matematicos passaram ao longo de um arduo caminho até
construir uma estrutura considerada importante. Assim, junto com o aprendiz,
conquistaremos a capacidade de enfrentar as proprias deficiéncias e os tropecos
que surgem ao longo de uma investigacdo, e poderemos reconhecer que muitas
dificuldades encontradas nesse percurso assemelham-se aquelas enfrentadas no
inicio da descoberta do conhecimento estudado.

A presente pesquisa analisa a possibilidade de uso de uma abordagem
metodologica diversificada para o0 ensino e a aprendizagem de geometria

analitica, particularizando, no estudo das secc¢des conicas, a elipse, a hipérbole e

! Segundo Chiavenato (1983, p. 171-172): “Eficacia € uma medida normativa do alcance de
resultados, enquanto a eficiéncia € uma medida normativa da utilizagdo dos recursos nesse
processo. [...] Enquanto a eficiéncia [método] se concentra nas operacdes e tem a aten¢do voltada
para os aspectos internos da organizagdo, a eficacia se concentra no sucesso quanto ao alcance
dos objetivos e tem a atencédo voltada para os aspectos externos da organizacao”.
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a parabola. Apresentamos aqui uma investigacdo, em sala de aula, com
atividades matematicas organizadas com a intencdo de instaurar conflitos,
insatisfacfes, curiosidades e duvidas. Ou seja, instigar o aprendiz na busca de
um conhecimento matematico com significado. Essa procura pode estar
relacionada com atividades manipulativas estruturadas, com resolucdo de
problemas do cotidiano, com atividades em laboratério?, e principalmente com a
busca cuidadosa da trajetéria histérica dos conceitos matematicos (MENDES,
2001). Vemos assim, a possibilidade de, com essa pesquisa, atenuar a caréncia
que sentimos de metodologias adequadas ao ensino e a aprendizagem para as
seccOes conicas.

Num conjunto de “atividades didaticas que visam auxiliar os alunos a se
apropriarem do saber e ndo apenas recebé-lo” (ASTOLFI, 1994, p. 114) — sejam
essas atividades coletivas ou por vezes individuais — certamente, poderemos
presenciar entre os aprendizes, a troca de idéias, a segura atuacdo de natos
lideres delegando tarefas, a escolha de hipéteses, a satisfacdo e o interesse ao
investigar e tomar posse do novo conhecimento, a realizagcdo de debates
ferrenhos até uma deciséo final, e finalmente, certa capacidade de considerar
varios pontos de vista. Esse € um momento em que os investigadores aprendizes
mostram-se autdbnomos (KAMII, 1994a, 1994b). Algumas dessas atitudes,
esperadas pelo professor mediador, poderdo nao ser manifestas, cabendo-lhe, no

momento oportuno, a intervengdo que conduzira a aprendizagem.

[...] é relevante o significado que as atividades tém para o aprendiz. Para
gue o individuo consiga se apropriar do saber, este deve ter sentido para
este individuo, corresponder a seus interesses. A afetividade é
considerada como 0 aspecto energético da atividade, da cognicao.
(MICOTTI, 1999, p. 158).

? Laboratdrio aqui pode ter como guia as idéias de René Thom usada por Ferreira (2001, p. 16-
17).
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Com as atividades manipulativas estruturadas, estaremos provocando o
ressurgimento dos saberes, das técnicas, das questdes e das idéias, que o aluno
ja traz consigo, sobre o mundo e a respeito das coisas que o cercam (ASTOLFI,
1994). Assim sera possivel proporcionar uma afinidade cognitiva entre o aprendiz
e 0 novo conhecimento, pois a investigacdo ganha significado quando desperta
no aprendiz o desejo de bisbilhotar — geralmente na fase arranque® (PONTE et.
al., 2003).

Seguindo uma metodologia adequada, esperamos que as atividades de
ensino e de aprendizagem, em conexdo com a histdria da matemética e mediadas
pelo professor, guiem o aprendiz pela via da descoberta.

Os momentos aureos de nossa pesquisa deram-se em dois periodos no
Centro Federal de Educacdo Tecnologica da Paraiba — CEFET/PB (Unidade
Sede). O primeiro periodo, no quarto bimestre de 2004 com trés turmas de 3%
séries do ensino médio e depois, no quarto bimestre de 2005, com nove alunos
de 3% séries do ensino médio.

Nessas ocasides, buscando recursos e solugdes, tornaram-se evidentes 0s
obstaculos proprios da construcdo do conhecimento, estes foram sendo
superados a partir de discussdes em grupo e também de nossa mediacéao.
Procuramos conduzir o aprendiz por um caminho preciso, dindmico e aprazivel
(DELIZOICOV et. al., 2002; MENDES, 2005, 2006; ONTORIA PENA, 2004;
BRASIL, 1999; SILVA, 2002). A intencdo foi vencer a distancia entre o
conhecimento pessoal e as aquisicbfes visadas pelo programa da escola

(MICOTTI, 1999).

® A fase arranque é considerada por Ponte et. al.(2003) como uma fase inicial, o ponto de partida,
curta e critica.
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10.1. JUSTIFICATIVA

Cegos a percepcao da matematica como um organismo Vivo e expressivo,
os livros didaticos nos apresentam os conteddos matematicos dispostos de forma
equilibrada, precisa, légica e emplumada, sem excessos nem contradicdes
aparentes (MIGUEL; MIORIM, 2004). Bem diferentes da forma como cada
conhecimento foi elaborado ao longo de um caminho, cheio de idas e vindas,
mudancas de rumo, hesitacdes, davidas e contradi¢cdes (KLINE, 1992; PONTE et.
al., 2003). Tal caminho, na diligente busca do entendimento, fica oculto ao
aprendiz, um caminho que até mesmo o professor pode desconhecer. E por
desconhecé-lo persiste num ensino de forma puramente mecanica, memoristica
ou arbitraria (CAMPANARIO, 2002; MOREIRA, 1982; NOVAK, 1981; ONTORIA
PENA, 2004; VASCONCELLOS, 2006). Desta forma é que o ensino e a
aprendizagem chegam a ficar sem significado tanto para o professor como para o
aprendiz.

Cabe ao professor, consciente de sua tarefa, buscar formas de provocar o
aprendiz no sentido de mobilizar-se cognitivamante e, com atividades especificas,
examinar fragmentos latentes na memoéria do aprendiz, a fim de trazer a tona
elementos que possam ser relevantes a aquisicdo do novo conhecimento. Melhor
ainda se, nesse processo, a cumplicidade entre o educador e o aprendiz estiver
inundada pela paixdo detetivesca destacada por Braumann (2002 apud PONTE
et. al., 2003).

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) nos
orientam a promover um ensino que leve a uma aprendizagem ativa na qual, além
do dominio de conceitos e da capacidade de utilizar férmulas, o aprendiz

desenvolva atitudes e valores. Faz-se necessario alterar habitos ha muito
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consolidados. Nado mais alunos como pacientes (BRASIL, 1999), ndo mais
professor como detentor de todo saber da ciéncia que, “por vezes, a projecao,
pelo aluno, no professor, de ‘sujeito do saber’, acaba sendo repudiada pelo
préprio aluno” (NEVES, 2002, p. 54).

Analisando os PCNEM e observando as opositoras manifestacfes dos
envolvidos no processo de ensino e de aprendizagem, é impossivel nao
destacarmos a resisténcia & mudanca (HOFFMANN, 2004; ONTORIA PENA,
2004; VASCONCELLOS, 2006) por parte de instituicbes de ensino, de
professores e de alunos, condicionados a reproducao e a passividade (BERTONI,
1993).

Ha& um temor em mudar o curso usual do ensino que tem pretensdes de
manipular e direcionar a aprendizagem. Assim, metodologias alternativas para o
ensino e a aprendizagem da matematica sdo rejeitadas em favor do quadro, giz,
livro-texto e da exposicao oral do professor. Por esta opcéo, pode ser transmitido
um conhecimento arido, descontextualizado, desconexo e fora das articulacfes
cognitivas cotidianas do estudante. Logo em seguida, sem significado algum para
o crescimento intelectual afetivo e cidadao deste individuo, a assimilacdo de uma
aprendizagem forcada é avaliada. Se o aprendiz ndo € capaz de reproduzir o que
foi ensinado, logo é qualificado como negligente, relapso, bagunceiro, incapaz ou
de limitagGes cognitivas (VASCONCELLOS, 2006).

E de conhecimento geral que, mesmo de forma ndo adequadamente
sistematizada, muitos professores tentam inovar em sala de aula fazendo uso de
algumas atividades pedagogicas diferenciadas. O perigo esta em desenvolver tal
pratica de maneira que o atrativo cubra a compreensdo dos conceitos. Assim

considera o Fossa:
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Talvez ndo seja uma ousadia descomunal afirmar que a grande maioria
da comunidade da educagdo mateméatica tem chegado a consenso de
gue o ensino baseado em atividades estruturadas [bem estruturadas] &
uma das maneiras mais eficazes de ensinar matematica [...], o professor
geralmente [quando o faz] langa méo das escassas atividades que tem
achado em uma revista ou em um congresso, e acaba utilizando-as mais
como um mecanismo de motivagcdo do que como um instrumento
compreensivo de instrucdo. [...] Poucos tém o tempo, ou mesmo a
indole, de mergulhar nas profundas aguas geladas do passado a fim de
trazer a tona um pedacinho do tesouro ali submerso. (FOSSA, 2001, p.
59).

Baldino (1993) também se refere a essa resisténcia como sendo uma
inércia propria de quem prefere permanecer no sistema de ensino tradicional
vigente no qual um professor, totalmente sabio, deposita o conhecimento
matematico em alunos dentre os quais somente alguns terdo o privilégio de
aprender (CARVALHO, 1993).

Como a “histéria é repleta de conexdes matematicas — conexdes entre
topicos de matematica, conexdes entre matematica e aplicacdes, conexdes entre
matemética e outras disciplinas” (WILSON; CHAUVOT, 2000 apud BROLEZZI,
2003, p. 16), hd uma concordancia de idéias entre varios autores de que 0 “uso
da Historia da Matematica” é um importante instrumento investigativo para o
ensino e a aprendizagem da Matematica com significado. (BROLEZZI, 2003;
FOSSA, 2001; GONCALVES, 2005; MENDES, 2001a, 2001b, 2002; MIGUEL,;

MIORIM, 2004; BRASIL, 1999; FERREIRA, 1994, 2001).

[Formulando] questbes que nos interessam, para as quais ndo temos
resposta pronta, e [procurando] essa resposta de modo tanto quanto
possivel fundamentado e rigoroso, [investigar, que] constitui uma
poderosa forma de construir conhecimento, [...] € procurar conhecer o

gue néo se sabe. (PONTE et. al., 2003, p. 9, 10 e 13, grifo nosso).

Essas caracteristicas da habilidade de investigacdo sempre estiveram
presentes no espirito de quem aprende, pois:

Investigar significa [...] desenvolver e usar um conjunto de processos
caracteristicos da actividade matematica, como testar e provar
conjecturas, argumentar, usar procedimentos de natureza metacognitiva.
(ABRANTES, 1996, p. 1-2).
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Assim, num contexto de investigacdo, o estudante, que passa de réu a
construtor do seu conhecimento, é direcionado a aprender a aprender (ONTORIA
PENA, 2004; BRASIL, 1999; POZO, 1998; VASCONCELLOS, 2006), a monitorar
0 proprio desempenho. Portanto, em detrimento de um aluno passivo, temos um
aluno atuante. Atuante nessa matematica que provoca a cognicdo criativa das
pessoas, rica em conteddo, extensa, mutavel, util e bonita e que foi objeto de
paixao de muitos cientistas (BROLEZZI, 2003). E, assistido pelo professor, este
aluno passa a investiga-la na “[...] sua dimensao dinamica de ciéncia que cresce
por um processo de criticas sucessivas, de referimentos de teorias e do confronto
de teorias conflitantes” (CARVALHO, 1993).

Se o educador tem como propdsito empregar a histéria da matematica
nessa perspectiva investigatoria, torna-se indispensavel o uso de recursos
previamente e arduamente armazenados, o0 que exige de si tempo e estudo, pois
“para ensinar, o professor necessita de conhecimentos e praticas que
ultrapassem o campo de sua especialidade” (DELIZOICQV et. al., 2002). Apenas
dessa forma, ele tera a garantia de que o seu saber ndo estara limitado a apenas
o que lhe expdem os livros didaticos (GIL-PEREZ, 2001). No entanto, héa
professores que, preferindo continuar dependente do exposto em tais livros,
impbem aos estudantes técnicas obscuras em suas origens e finalidades
(BERTONI, 1993) e ndo cedem ao encanto da trabalhosa e satisfatoria busca de
metodologias alternativas para o ensino e a aprendizagem com significado da
matematica.

Quando adotamos uma postura investigativa em sala de aula, com
atividades bem estruturadas (resolucdo de problemas, atividades manipulativas,

uso de laboratério, especulagdes historicas), além da envaidecida satisfacédo ao
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presenciar a construcdo do conhecimento pelo aluno, nos sentimos gratificados e
realizados pessoalmente devido a execucdo de um trabalho dinamico e
compensador (DELIZOICOV et. al.,, 2002; BROLEZZI, 2003). O aluno foi
conduzido na construcdo de um conhecimento matematico com significado para o
cotidiano, para o agora, e ndo s6 para um desconhecido e incerto futuro.
Crendo-se na real possibilidade da atuacédo do professor como orientador e
do aluno como um orientando que trabalha ativamente, tendéncias metodoldgicas
estdo se desenvolvendo, estdo em estudo ou estdo em exercicio na atualidade.
Referindo-se a mudancas que ocorrem para melhor. Nesse sentido, Silva (2002,

p. 63) menciona algumas dessas tendéncias:

A situagdo hoje vivida pela educacgdo, no que se refere & matematica,
ndo tem por que se perpetuar. Ao contrario, h4 evidéncias de que ela
comeca a mudar e mudar para melhor. Nesta mudanca, ha vérias
tendéncias. Fala-se em modelagem matemética, resolucdo de
problemas, etnomatematica, histéria da matematica, uso de
computadores, [...] com 0 mesmo objetivo de tornar o ensino mais eficaz
e um aprendizado consideravelmente mais atraente.

Este progresso didatico pode acarretar a ampliacdo da autonomia do
aluno e a aproximacgéo de sua realidade com a matemética.

Tal autonomia, ponderada por Kamii (1994a, 1994b), conduz o aprendiz, de
forma eficiente e eficaz, ao saber que na ocasido € investigado.

Buscando metodologias alternativas para o ensino e para a aprendizagem
de matemética, devemos levar em conta o curriculo oficial e os programas de
matematica para os diversos anos de escolaridade (ABRANTES, 1999). No
CEFET/PB, a geometria analitica € vista no quarto bimestre do terceiro ano do
ensino médio.

Segundo Abrantes (1999) e Ponte et. al. (2003), a geometria, um campo
privilegiado de matematizacdo da realidade, € especialmente propicia a um

ensino fortemente baseado na realizacdo de descobertas e na resolucdo de
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problemas, talvez mais do que qualquer outro dominio da matematica, isso, desde
0S niveis escolares mais elementares. Possibilitando assim, a escolha e a
concepcao de tarefas de natureza exploratéria e investigativa que podem ser
desenvolvidas na sala de aula.

Em relacdo a geometria analitica, questionamos a possibilidade de
desenvolver, no ensino médio, uma atividade investigativa que problematize a
visualizacdo, a representacao, as propriedades, as relagcdes com o cotidiano, os
conceitos e a construcdo de lugares geomeétricos das seccdes cbnicas — elipse,
hipérbole e parabola. Dessa forma varios pesquisadores vém desenvolvendo
estudos voltados a melhoria do ensinar da Geometria. Para isso propdem
técnicas pedagodgicas que enfatizem os aspectos criativos e estimulem os
professores a trabalhar com mais satisfacdo nas atividades geomeétricas,
transformando sua pratica e utilizando técnicas de ensino centradas no estudante

e ndo no professor. (MURARI, 2004).

As atuais propostas pedagégicas, ao invés de transferéncia de
conteldos prontos, acentuam a interagcdo do aluno com o objeto de
estudo, a pesquisa, a construcdo do conhecimento para 0 acesso ao
saber. As aulas sédo consideradas como situacfes de aprendizagem, de
mediacdo; nestas s&o valorizados o trabalho dos alunos (pessoal e
coletivo) na apropriacdo do conhecimento e a orientagdo do professor
para o acesso ao saber. (MICOTTI, 1999, p. 158, grifo n0sso).

Para Freudenthal (1973 apud ABRANTES, 1999) as descobertas
geométricas, sendo feitas também com os préprios olhos e maos, sdo mais
convincentes e surpreendentes, o que significa possibilitar a ampliagcdo do campo
investigatorio a ser desenvolvido na sala de aula. Particularmente, o ensino da
geometria analitica pode apropriar-se da afirmacdo de Abrantes (1999) quando
este assegura que a relacdo entre situacdes da realidade concreta e situacdes

matematicas encontra na geometria inUmeros exemplos e concretizacoes.
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Vale salientar que, muitos livros didaticos de matematica para o ensino
médio, na forma de volume Unico, como Youssef (2000), Bezerra (2001) e Santos
(2003), omitem o conteudo das secc¢fes conicas. E, seguindo a sugestdo desses
livros, 0s quais, muitas vezes, contém erros histéricos e conceituais
(CAMPANARIO, 2002), professores também deixam de investigar as seccdes
cbnicas junto com seus alunos. Talvez por tratar-se de um conteddo pouco
explorado nos niveis de escolaridade desse professor. E, como o estudo desse
conteudo geralmente é feito no final do ano, ha também os professores que,
considerando a escassez do tempo e cumprindo apenas o0 que determina o
curriculo, apresentam-no de forma superficial.

Numa aprendizagem com significado, para conectar os recursos de ensino
e aprendizagem a certas situacdes da vida e proporcionar a transferéncia e a
mobilizacdo das capacidades e dos conhecimentos € preciso tempo, etapas
didaticas e situacOes apropriadas. A negligéncia destes itens gera alunos que
“acumulam saberes, passam nos exames, mas nao conseguem mobilizar o que

aprenderam em situacdes reais” (PERRENOUD, 2000, online).

[Até] reconhecem que esqueceram muito da informacdo que lhes foi
apresentada antes e que sua aprendizagem anterior, agora esquecida,
esta interferindo com a aprendizagem de novas informacdes. Sdo entédo
forcados a rever e reestudar significativamente os materiais anteriores,
estudar intensamente por horas a fio, na véspera do exame, a fim de
aprender esses materiais [...] nos quais a aprendizagem foi de natureza
mecanica. (NOVAK, 1981, p. 66).

Pelo que, parafraseando Descartes” (2005), tencionamos sistematizar uma
metodologia para 0 ensino e a aprendizagem das sec¢des cbnicas que, sem
prejuizo, venha contribuir com nossos colegas professores na sua atuacao em

sala de aula, sem esgotar o tema, sistematiza-lo para facilitar o acesso. Assim

“ “Assim, ndo é meu propésito ensinar aqui o método que cada individuo deveria seguir para bem
conduzir a sua razdo, mas apenas mostrar de que maneira procurei guiar a minha. [...] espero que
seja util a alguém, sem que seja nocivo a ninguém [...]" (DECARTES, 2005. p. 22)
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Ihes sera oportuno incitar o aprendiz a, ordenadamente, observar, investigar,
analisar, questionar, concluir, anotar e expor, ou seja, realizar uma investigacao
em sala de aula. Tal investigacdo tem o objetivo de, envolvendo atividades com
aspectos problematizadores da matematica, adentrar na histéria da matematica a
fim de que o aprendiz internalize, de forma adequada, o conceito matematico

desejado.

10.2. QUESTOES DE ESTUDO

Prosseguindo nesse estudo, percebemos a necessidade de resposta a
algumas questdes que foram nos inquietando. Elas, listadas a segquir,
determinaram o fio condutor do nosso trabalho.

e O que é aprendizagem significativa?

O que difere uma aprendizagem significativa de uma aprendizagem

mecanica?

e O que caracteriza uma investigacao em sala de aula?

e O que podemos considerar como uma investigacdo em sala de aula no
ensino médio?

e Como aconteceu a evolucdo das seccdes cOnicas na histéria da
matematica?

e Quais momentos histéricos desse conhecimento podem trazer maior
beneficio ao ensino e a aprendizagem ao serem investigados?

e Que fatos histéricos podem ser retomados para o desenvolvimento de

atividades de caréter investigativo no ensino e na aprendizagem desse

conteudo?
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e Como explorar os conceitos e regras das seccOes conicas, de forma
significativa para o ensino médio, numa atividade de investigacdo em
sala de aula?

Entendemos que as respostas a tais questdes nos tenham sido fornecidas

pela pesquisa bibliografica, pela producdo de trabalhos apresentados em
congressos e pelo desenrolar de toda a experiéncia em parceria com alunos. Para

esse fim, foram estabelecidos os objetivos relacionados a seguir:

10.3. OBJETIVOS
10.3.1. Objetivo Geral

Analisar e gerar possibilidades de uso da investigacdo em sala de aula
como uma metodologia de ensino e de aprendizagem com significado para as

seccOes conicas em conexao com a sua evolucao historica.

10.3.2. Objetivos Especificos

e Relacionar aprendizagem significativa as caracteristicas de uma
investigacdo em sala de aula;

e Discutir o desenvolvimento historico das secc¢des cOnicas e suas
implicacbes para uma aprendizagem com significado;

e Relacionar os conceitos préprios das seccbes cdnicas na geometria
analitica em conex&o com a histéria da matematica;

e Elaborar e testar instrumentos proprios para uma investigacdo em sala
de aula sobre as secgOes coOnicas que despertem a curiosidade e o

interesse do aprendiz.



27

11. CONFIGURACOES TEORICAS QUE SUSTENTAM O ESTUDO
11.1. TENDENCIAS DE ENSINO DA MATEMATICA

Em meio a expressivas discussdes sobre o ensino de matematica, a
proposta de mudanca curricular e metodolégica no Colégio Pedro Il (Rio de
Janeiro) é tida como a primeira tentativa, no Brasil, a favor da renovacdo dos
métodos de ensino da matematica no curso secundario. Tal proposta foi feita por
Euclides de Medeiros Guimardes Roxo (1890-1950), que pode ser considerado o
primeiro educador matematico brasileiro. Ultrapassando os muros do Colégio
Pedro II, as idéias modernizadoras de Euclides Roxo, inseridas nas reformas de
Francisco Campos (1931) e Gustavo Capanema (1942), foram combatidas por
outros educadores. Roxo defendia, em oposicdo ao ensino tradicional, as
tendéncias presentes na Europa e nos Estados Unidos (DASSIE, 2001; MIGUEL;
MIORIM, 2004; VALENTE, 2004).

As idéias reformistas de Felix Klein (1849-1925), implantadas na
Alemanha, e 0s movimentos internacionais de renovacdo no ensino de
matematica, foram o impulso para Euclides.

Klein, que com vinte e trés anos foi professor titular da Faculdade de
Filosofia e membro do conselho da Universidade de Erlanger, sendo um dos
principais matematicos no inicio do século XX, teve um interesse profundo por
questdes pedagodgicas (ALEKSANDROV, 1994; BOYER, 1994; EVES, 1992), pois
“além de dar aulas entusiasmantes Klein se preocupava com o0 ensino da
mateméatica em muitos niveis e exerceu forte influéncia em circulos pedagdgicos”

(BOYER, 1994, p. 401).
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Hoje, € o modelo tradicional de ensino-aprendizagem, que consta de
transmisséao verbal e a recepcdo de conhecimentos ja elaborados vinculado a um
programa a ser cumprido, que predomina em muitas aulas de matematica
(BIEMBENGUT, 2003). Nesse modelo, geralmente passivo, a causa do fracasso
recai sobre as costas do aprendiz. Isso pode dificultar a aprendizagem com
significado, pois as relacées com o que o aluno ja conhece séo escassas. Na sua
maioria, sdo aulas descontextualizadas onde o estudante apenas memoriza para
reproduzir o que ouviu. E que as aulas expositivas favorecem a aprendizagem
memoristica. Mas, apesar do modelo tradicional ser unanimemente combatido por

especialistas e investigadores da educacao, Gil-Pérez (2001, p. 31) nos diz que

é preciso ndo esquecer que o chamado ensino tradicional constitui um
modelo coerente que engloba todos os aspectos da aprendizagem das
Ciéncias, motivo pelo qual sua transformacdo exige tanto um
conhecimento claro e preciso de suas deficiéncias como a elaboracéo de
um modelo alternativo igualmente coerente e de maior eficacia geral.

Objetivando minorar as dificuldades classicas (CAMPANARIO, 2002) que
sao identificadas nos processos de aprendizagem, contamos na atualidade com
véarias tendéncias pedagogicas que tém influenciado o ensino e a aprendizagem
da matematica. Apos refletirmos sobre algumas delas, pretendemos justificar a
escolha das tendéncias desenvolvidas em nosso trabalho.

Tais tendéncias abrangem muito do que educadores ja utilizam nas suas
praticas, mesmo de forma ndo sistematizada. Mas, a experiéncia pedagogica e

uma busca bibliografica possibilitara a sistematizagcédo do seu cotidiano.

11.1.1. Resolucdo de Problemas
A década que teve inicio em 1970 foi palco do comeco das investigacdes

sistematicas sobre resolucdo de problemas e sua expansédo pelo mundo inteiro.
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“[...] somente nessa década € que os educadores matematicos passaram a
aceitar a idéia de que o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas
merecia mais atencdo” (ONUCHIC, 2004, p. 215). O predominio anterior era a
configuracdo de um conjunto de fatos, o dominio de procedimentos algoritmicos
ou um conhecimento a ser obtido por rotina ou por exercicios mentais. Podemos
considerar que se tratava de uma aprendizagem puramente memoristica.

Muitos autores (GIL-PEREZ, 2001; MENDES, 2005; PONTE et. al., 2003;
POZO, 1998) referem-se a Polya ao tratarem sobre resolucdo de problemas. How
to Solve It, que no Brasil foi denominado A arte de resolver problemas: um novo
enfoque do método matematico (POLYA, 1994), é o mais citado.

A partir de 1980 o foco de interesse foi fazer da resolucdo de problemas
um foco do curriculo da matematica, o que ndo chegou a um bom termo, “ainda
havia muitos estudantes que nao sabiam Matematica apesar de haver bons
resolvedores de problemas” (ONUCHIC, 2004, p. 216).

Segundo Pozo (1998, p. 9), “solucdo de problemas baseia-se na
apresentacdo de situacdes abertas e sugestivas que exijam dos alunos uma
atitude ativa e um esforco para buscar suas proprias respostas, seu proprio
conhecimento”. E nos apresenta como definicdo classica de problema, “uma
situacdo que o individuo ou grupo quer ou precisa resolver e para a qual ndo
dispde de um caminho rapido e direto que o leve a solucdo” (LESTER apud

POZO, 1998, p. 15). Assim o educador precisa

procurar e planejar situacdes suficientemente abertas para induzir nos
alunos uma busca e apropriacdo de estratégias adequadas ndo somente
para darem respostas a perguntas escolares como também as da
realidade cotidiana. [...] Ensinar a resolver problemas ndo consiste
somente em dotar 0s alunos de habilidades e estratégias eficazes, mas
também em criar neles o habito e a atitude de enfrentar a aprendizagem
como um problema para o qual deve ser encontrada uma resposta.
(POZO, 1998, p. 14).
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Quando, em sua metodologia, uma aula € planejada tencionando a
resolucdo de problemas, € absolutamente necesséario o entendimento sobre o
significado de exercicios e sobre o significado de problemas. E certo que essa
distincao

[...] tem-se mostrado muito Gtil para analisar os diferentes tipos de
tarefas matematicas. Um problema é uma questdo para a qual o aluno
ndo dispde de um método que permita a sua resolucdo imediata,
enquanto que um exercicio € uma questdo que pode ser resolvida

usando um método ja conhecido. [...] (PONTE at al., 2003, p. 22-23, grifo
Nnosso).

Uma mesma tarefa pode ser vista como um problema por um aluno ou nao
por um outro. Até para um mesmo aluno, uma tarefa pode significar um problema
em um momento ou um exercicio em um outro momento, isto vai depender dos
seus conhecimentos prévios relevantes a aquisicdo do conhecimento estudado e
também da sua atitude diante da tarefa. No processo da aprendizagem, leva-se
em conta a funcionalidade® dessa tarefa.

Aqui conhecimentos prévios se apresentam como “todos aqueles
conhecimentos (corretos ou incorretos) que cada sujeito possui e que adquiriu ao
longo de sua vida na interagdo com o mundo que o cerca e com a escola” (POZO,
1998, p. 87). Tais conhecimentos, estaveis e resistentes a mudancas, devem ser
considerados e ativados na solucdo de um problema com significado para o
estudante.

Alguns critérios poderdo reduzir “a probabilidade de que os problemas
propostos pelo professor sejam vistos pelos alunos somente como exercicios”

(POZO, 1998, p. 159). Critérios para serem considerados tanto na formulacdo do

® A tarefa a ser realizada pelo aluno “deve ser colocada funcionalmente, ou seja, como tratamento
de situacdes probleméticas de interesse; situacdes que se liguem ao fio condutor estabelecido
para o conjunto das disciplinas que proporcionem sentido ao trabalho a ser feito” (GIL-PEREZ,
2001, p. 43).
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problema como também durante a sua resolucdo pelos alunos. Sdo doze os

critérios considerados por Pozo (1998, p. 161):

Na proposicao do problema

1.

Propor tarefas abertas que admitam varios caminhos possiveis de
resolugdo e, inclusive, varias solugbes possiveis, evitando tarefas
fechada.

Modificar o formato ou a definicdo dos problemas, evitando que o
aluno identifique uma forma de apresentacdo com um tipo de
problema.

Diversificar os contextos nos quais se propde a aplicacdo de uma
mesma estratégia, fazendo com que o aluno trabalhe os mesmos
tipos de problemas em diferentes momentos do curriculo, diante de
conteudos conceituais diferentes.

Propor as tarefas ndo s6 com um formato académico mas também
dentro de cenarios cotidianos e significativos para o aluno,
procurando fazer com que o aluno estabeleca conexdes entre
ambos os tipos de situacdes.

Adequar a definicdo do problema, as perguntas e a informagéo
proporcionada aos objetivos da tarefa, usando, em diferentes
momentos, formatos mais ou menos abertos, em funcdo desses
mesmos objetivos.

Usar os problemas com fins diversos durante o desenvolvimento ou
sequéncia didatica de um tema, evitando que as tarefas praticas
aparecam como ilustracdo, demonstracdo ou exemplificacdo de
alguns contetidos previamente apresentados ao aluno.

Durante a solucdo do problema

7.

Habilitar o aluno a adotar as suas préprias decisbes sobre o
processo de resolucdo, assim como refletir sobre esse processo,
dando-lhe uma autonomia crescente nesse processo de tomada de
decisdes.

Fomentar a cooperagéo entre os alunos na realizagédo das tarefas,
mas também incentivar a discussdo e os pontos de vista diversos,
que obriguem a explorar o espa¢o do problema para comparar as
solucdes ou caminhos de resolucdes alternativas.

Proporcionar aos alunos a informagdo que precisam durante o
processo de resolucéo, realizando um trabalho de apoio, dirigindo
mais a fazer perguntas ou fomentar nos alunos o habito de
perguntar-se do que dar a resposta as perguntas dos alunos.

Na avaliacdo do problema

10. Avaliar mais os processos de resolucdo seguido pelo aluno do que a

correcdo final da resposta obtida. Ou seja, avaliar mais do que
corrigir.

11. Valorizar especialmente o grau em que esse processo de resolucao

envolve um planejamento prévio, uma reflexdo durante a realizagéo
da tarefa e uma auto-avaliagédo pelo aluno do processo seguido.

12. Valorizar a reflexdo e a profundidade das solu¢fes alcancadas pelos

alunos e nado a rapidez com que sao obtidas.

Polya (1994) considera a resolucdo de problema como uma habilitacdo

pratica e para isso distingue quatro fases de trabalho: compreensao do problema,

estabelecimento de um plano, execucéo do plano e retrospecto. Para a solucao
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de problemas nas areas de matematica ou de ciéncias naturais, ou ainda
problemas sociais, “0s alunos precisam adquirir procedimentos especificos para
cada uma dessas areas para completar essas diferentes fases ou passos da
solucéo de um problema” (POZO, 1998, p. 146). Portanto, Pozo (1998) diferencia
cinco tipos de procedimentos: aquisicdo da informacédo; interpretacdo da
informacgdo; andlise da informacdo e realizacdo de inferéncias; compreensao e
organizacao conceitual da informacgéo; comunicacédo da informac&o. Na solucdo
de um problema, tais procedimentos podem se apresentar em ordens diversas ou

mesmo sem identificacéo tao especifica.

11.1.2. Modelagem Matematica

Modelagem matematica, hoje um ramo préprio da matematica, tdo antiga
quanto a propria matematica, € a “arte de expressar por intermédio de linguagem
matematica situacdes-problema de nosso meio” (BIEMBENGUT, 2003, p. 7).
Como método de ensino-aprendizagem de matematica (modelacdo matematica —
quando em cursos regulares, com programa) é mais recente e vem ganhando
espaco em diversos paises nas Uultimas trés décadas do século XX, pois
conduzindo o estudante a pesquisa de situacfes-problema, pode despertar o0 seu

interesse por topicos matematicos ainda por ele desconhecidos.

A condicdo necesséria para o professor implementar modelagem no
ensino — modelacdo — é ter audacia, grande desejo de modificar sua
pratica e disposicdo de conhecer e aprender, uma vez que essa pratica
abre caminho para descobertas significativas.

Vale ressaltar que um curso, uma palestra ou um artigo contendo
definicbes e/ou resultados positivos de trabalhos realizados ndo séo
suficientes para se por em pratica, num primeiro momento, a modelacéo,
com todas as turmas e alunos de que o professor dispde. Habilidade e
seguranca s6 se ganham com a experiéncia. Uma experiéncia que deve
ser feita de forma gradual, em consonancia com o tempo disponivel que
se tem para planejar. (BIEMBENGUT, 2003, p. 29)
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Na modelacdo matematica, seguindo uma légica viva de descoberta, “o
aluno se torna mais consciente da utilidade da matematica para analisar e
resolver problemas do cotidiano” (MENDES, 2006, p. 51). Biembengut (2003), no
entanto, nos expde com detalhes as etapas e subetapas proprias dessa tendéncia
que proporciona significacdo ao processo de ensino e de aprendizagem. Nesta
oportunidade, cuidaremos apenas de cita-las. Sao elas:
a) Interacéo
e reconhecimento da situacao-problema;
o familiarizacdo com o assunto a ser modelado > referencial teorico.
b) Matematizacdo
e formulacdo do problema - hipédtese;
e resolucéo do problema em termos do modelo.
¢) Modelo matematico
e Interpretacdo da solucéo;
e Validacdo do modelo - avaliacao.
Num trabalho com modelacdo o conteludo estudado fica completamente
vinculado a realidade. Termos um aluno co-responséavel pelo seu aprendizado,

aprendendo o que esté |he interessando, € bem mais gratificante.

11.1.3. Etnomatemaética

A etnomatematica, uma tendéncia da qual Ubiratan D’Ambrosio € um dos
fundadores, é a matematica praticada por grupos — comunidades urbanas e
rurais, grupos de trabalhadores, classes profissionais, criancas de certa faixa
etaria, sociedades indigenas — que se identificam por objetivos e tradicdes

comuns aos grupos. Trata-se de “uma sub-area da Historia da Matematica e da
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Educacdo Matematica, com uma relacdo muito natural com a Antropologia e as
Ciéncias da Cognicao” (D’AMBROSIO, 2002, p. 9), também, um indiscutivel foco
politico.

O Programa Etnomatematica “procura entender o saber/fazer matematico
ao longo da historia da humanidade, contextualizado em diferentes grupos de
interesse, comunidade, povos e nacdes” (D’AMBROSIO, 2002, p. 17). Assim &
que artesdos, feirantes, borracheiros, cirurgiées, bicheiros, ritmo de instrumentos
musicais, criancas em suas brincadeiras, culturas nativas, tem sido alvo de
estudos onde estdo presentes as idéias matematicas (comparar, classificar,
quantificar, medir, explicar, generalizar, inferir e, de algum modo, avaliar) nos
seus mais diversos topicos matematicos (geometria, aritmética, topologia,
probabilidade, razbGes, escalas). Assim, o desenvolvimento do Programa
Etnomatematica pode e deve ser realizado no cotidiano de grupos especificos.
Apropriadamente, tal afirmacdo é sintetizada por Mendes (2006) da seguinte

forma:

Para D’Ambrosio, etnomatematica significa reconhecer que todas as
culturas, todos os povos, desenvolvem maneiras de explicar, de
conhecer, de lidar com a sua realidade, e que isso estd em permanente
evolugdo. A idéia béasica € a de ndo rejeitar modelos ligados a sua
tradicdo e reconhecer como validos todos os sistemas de explicagéo, de
conhecimento, constituidos por outros povos. Esses sistemas, gracas a
dindmica cultural, ndo sao estaticos, mortos. [...] Em todas as culturas,
porém, nessa busca de entendimento, acaba-se tendo necessidade de
guantificar, comparar, classificar, medir, 0 que faz surgir a matematica
espontaneamente. (MENDES, 2006, p. 29-30).

Ao lidar com situacdes reais no tempo e no espaco, a etnomatematica tem
como proposta pedagdgica fazer da matematica algo vivo. Torna-se essencial
contextualizad-la num estudo para o dia-a-dia, para o aqui e o agora. Como
exemplo, temos a possibilidade de, a partir da colorida geometria dos baldes e

das pipas (as primeiras e mais notaveis experiéncias geométricas), chegarmos a
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geometria tedrica. Também, junto aos Xavantes, a substituicdo do sistema binario
por um sistema mais eficiente, o decimal. “O cuidado com a passagem do
concreto ao abstrato € uma das caracteristicas metodoldgicas da
etnomatematica” (D’AMBROSIO, 2002, p. 78).

Aprimorando praticas e reflexdes, e instrumentos de criticas, ndo ignorando
a etnomatematica dominante e ndo substituindo a etnomatematica da
comunidade, opondo-se ao niilismo — que afeta principalmente as classes
populares e indigenas —, questionando o aqui e 0 agora, a etnomatematica busca

contribuir com a grande missé&o do educador: preparacao de um futuro feliz.

11.1.4. Pesquisa Dirigida

Com a pretensdo de organizar a aprendizagem como uma construcdo de
conhecimentos por parte dos alunos, Gil-Pérez (2001) nos propde quatro itens de
estratégias de ensino para uma aprendizagem como pesquisa dirigida.

Encontramos tais itens em Campos (1999, p. 30), resumido da seguinte forma:

e  Propor situagbes-problema.

e Propor o estudo qualitativo das situacdes-problema e formulacdo
das primeiras hip6teses explicativas.

e Tratar cientificamente o problema a ser investigado, pela:
—validacao e reformulagdo das primeiras hipoteses explicativas:
—elaboracéo e realizacdo de experimentos;

—andlise dos resultados experimentais a luz das hipéteses
explicativas (o que se pode converter em situacdo de conflito
cognitivo).

e Lidar com as informagbes obtidas, formulando novas hipdteses,
sinteses e novos problemas a serem investigados.

Vale salientar a importancia da emissdo de hipdteses uma vez que,
duvidando e buscando coeréncia, tais hipoteses possibilitardo a anélise dos

resultados e de todo o processo. Em seu grupo, numa exigida verbalizagao pela
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caracteristica da propria atividade, o estudante avanca e recua nas suas idéias e

sugestdes a medida que as analisam partindo das hipoteses pré-elaboradas.

11.1.5. Mudanca Conceitual

Gil-Pérez (2001, p. 43) também se refere a estratégia de mudanca
conceitual da seguinte forma: “1) identificacdo das idéias dos alunos; 2) colocar
em questdo as referidas idéias mediante contra-exemplos; 3) invencdo ou
introducdo de novos conceitos e 4) utilizacdo das novas idéias em diversos
contextos”. Como em outras tendéncias pedagodgicas da atualidade, essa valoriza
a participacao ativa do aprendiz na aquisi¢cdo do conhecimento e também valoriza
0 que ele ja sabe a respeito do que sera estudado (GEWANDSZNAJDER, 2005).
Mas, para tal estratégia falta “atividades que proporcionem uma concepg¢ao e um
interesse preliminar pela tarefa” (BURBULES; LINN, 1991 apud GIL-PEREZ,
2001, p. 43), por isto, considerada insuficiente para o ensino das ciéncias da

natureza (CAMPOS, 1999).

11.1.6. Historia da Matematica

A presenca da historia no ensino e na aprendizagem da matematica deve
se dar a partir de atividades de ensino centradas na utilizacdo de informacdes
histéricas relacionadas aos topicos que se pretende investigar (MENDES, 2006).
Essas atividades podem estar vinculadas a situagdes-problema.

O cuidado de conduzir o ensino e a aprendizagem da matemética escolar
brasileira dentro de um contexto historico, ndo é algo recente, mas sé veio constar
na legislacdo a partir da década de 1930. Miguel e Miorim (2004, p. 28) nos

afirmam que:
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Apesar de as preocupagdes com a introducéo de elementos histéricos na
matematica escolar brasileira terem se manifestado de maneira explicita
na legislagdo da década de 1930, segundo uma abordagem diretamente
associada ao poder motivador dos conhecimentos historicos, o leitor ndo
deve inferi que tais preocupacbes ndo estiveram presentes
anteriormente.

Educadores tais como Henri Poincaré (1854-1912), Felix Klein (1849-
1925), Euclides Roxo (1890-1950), dentre outros, advogavam em suas obras o
uso da histdria no ensino da matematica (MIGUEL; MIORIM, 2004).

A historia da matematica como um recurso pedagdgico tem se apresentado
nas formas de Uso Ornamental (forma n&o apropriada, porém a mais frequiente no
ensino da matematica) ou de Uso Ponderativo (forma que apresenta o contetdo
matematico numa abordagem historica envolvendo discussdes tematicas nao
triviais, volvendo-se as aplicagcbes matematicas ou a praticos problemas). Ainda
inclusos nessas formas de utilizar a histéria da matematica temos: o Uso
Episddico, o Uso Novelesco e o Uso Manipulativo.

Numa alegoria, Fossa (2001) expde tais formas e reune-as no diagrama a

seqguir:

Uso Ornamental Uso Ponderativo

Uso Episodico Uso Novelesco

—

Uso Manipulativo

(FOSSA, 2001, p. 56)
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Mendes (2001a) apresenta-nos dois exemplos relacionados ao diagrama
anterior, sdo eles: biografias de matematicos presentes nos livros de matematica
de forma ornamental e 0 uso de textos matematicos do passado utilizados num
aspecto episédico ou novelesco que poderiam ser organizados de forma a ter
uma abordagem manipulativa.

Além da histoéria-anedotério (com uma funcéo didatica de relax), Miguel e
Miorim (2004) referem-se a historia-problema (uma histéria que parte de
problemas que se manifestam em praticas pedagodgicas e investigativas do
presente) em contraposicdo a historia-crbnica ou a histéria-narrativa (com
informacdes histéricas apenas factuais, interessando saber apenas o0 que se
passou, como meros acessorios ou ornamentos). E, sem provocar uma
investigacdo por parte do aprendiz, esta Ultima € a mais difundida nas aulas de
matematica. Desconsideram o fio condutor pelo qual a histéria, como uma fonte
de busca de compreenséo e de significados para o ensino e para a aprendizagem
da matemaética, nos guia. Perdem o recurso pedagdgico, histéria da matematica,
que pode se adequar perfeitamente a necessidade que temos de responder 0s
porqués tao frequentes na sala de aula.

E conveniente nos apropriarmos, também, dos problemas histdricos no
sentido de esclarecer conceitos, viabilizar informagéo cultural e sociologica nos
diferentes momentos histéricos, averiguar a habilidade matematica dos nossos
antepassados e evidenciar a existéncia de uma analogia entre os conceitos e
processos mateméaticos do passado e do presente.

Tendo a histéria como um campo de dialogo e, nela, buscando analisar
problemas relacionados ao contetdo que desejamos ensinar, problemas que nos

favorecam interrogar o passado,
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é de fundamental importancia que a investigacdo do problema em estudo
venha a constituir uma histéria que:

® seja uma histéria contada a partir das diferentes préaticas sociais, que
participaram da constituicdo e transformacao, no tempo, do problema
sob investigacgéo;
seja mais do que uma histéria estritamente técnica desse problema;

® seja mais do que uma histéria das diferentes formas de conceber
esse problema por parte de diferentes grupos sociais integrantes de
diferentes praticas ao longo do tempo;

® seja mais do que uma histéria das necessidades que se
configuraram no exercicio de diferentes praticas sociais de diferentes
épocas e contextos culturais, que teriam motivado a constituicdo e
transformacéo do problema sob investigacgéo;

® seja também uma histéria ndo apenas dos diferentes grupos sociais
gue consideraram ou valorizaram esse problema — que chegaram
efetivamente a se envolver com ele —, mas também das razfes que
teriam estado na base do envolvimento;

® seja também uma histéria das apropriacdes, ressignificacdes,
repercussdes e transmissfes do tema ou problema em estudo no
exercicio de diferentes praticas sociais de diferentes épocas e
contextos culturais, notadamente no exercicio da préatica social
escolar;

® seja também uma histéria dos instrumentos de dominagéo,
resisténcia e libertacdo produzidos no exercicio dessas diferentes
pratica sociais, que acabaram sendo produzidos e acionados no
processo de constituicdo, apropriacdo, ressignificacdo e transmissao
do problema sob investigacdo. (MIGUEL; MIORIM, 2004, p. 162-
163).

Uma histéria assim caracterizada pode ser explorada em qualquer dos

niveis de ensino.

11.1.7. Investigagcdo em Sala de Aula
O referencial tomado para tal tendéncia foi Jodo Pedro da Ponte et. al.
(2003) na qual podemos ver a singularidade da investigagdo em relagdo a

exercicios e a problemas.

Os exercicios e 0s problemas tém uma coisa em comum. Em ambos os
casos, 0 seu enunciado indica claramente o que é dado e o que é
pedido. Nao h&4 margem para ambiglidades. A solugdo € sabida de
antemdo, pelo professor, e a resposta do aluno ou esta certa ou esta
errada. Numa investigacdo as coisas sdo um pouco diferentes Trata-se
de situagdes mais abertas — a questdo nao esta bem definida no inicio,
cabendo a quem investiga um papel fundamental na sua definicdo. E
uma vez que o0s pontos de partida podem ndo ser exatamente 0s
mesmos, 0s pontos de chegada podem ser também diferentes. (PONTE
et. al., 2003, p. 23, grifo Nnosso).
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Nessa tendéncia de ensino, somos desafiados a programar uma
articulacdo entre exercicios, problemas, projetos e investigacdes, ou seja, 0s
diferentes tipos de tarefas, de modo a "promover o desenvolvimento matematico
dos alunos com diferentes niveis de desempenho” (PONTE et. al., 2003, p. 24).

Basicamente, as fases de uma investigacao séo: introducéo da tarefa, em
que o professor faz a proposta a turma, oralmente ou por escrito; realizacao da
investigacdo, individualmente, aos pares, em pequenos grupos ou com toda
turma; discussdo dos resultados, em que os alunos relatam aos colegas o
trabalho realizado. Num conjunto de atividades assim planejadas, o aluno deve
trabalhar de forma autbnoma e o professor, com um papel determinante nessas
aulas, atua na retaguarda ao regular as atividades desenvolvidas. E um desfio o
confrontar-se com algumas dificuldades e dilemas, tais como: garantir que o aluno
se sinta autor da investigacdo e que, do ponto de vista matematico, o trabalho
seja significativo.

Da critica fase arranque depende todo o resto do trabalho. S&o necessarias
questdes capazes de instigar a curiosidade. O aluno deve se sentir a vontade,
motivado e desafiado. Ele deve entender o sentido da tarefa e o que dele se
espera durante a atividade. Nessa fase o aluno inteira-se do significado de
investigar e, desperta a latente ufania, procederdo como cientistas. Terdo tempo
para colocar questdes, pensar, explorarem as suas idéias e exprimi-las ao
professor e aos colegas. No entanto, precisamos ser cuidadosos caso nao seja
comum aos estudantes trabalhar em grupo e/ou realizar investigagoes.

Numa investigacdo em grupo h& diversidade de iniciativas nos diadlogos
entre os estudantes, mas essa investigacdo também pode ser realizada de forma

individual. Em qualquer das maneiras, um obstaculo que se apresenta, € o de
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registrar as idéias, as etapas e os resultados surgidos durante a investigacao.
Mesmo com a intervencdo do professor, muitas dessas idéias sdo expressas
apenas numa linguagem oral ou gestual e algumas nem séo expressas.
Ponte et. al. (2003, p. 21) considera quatro momentos na realizacdo de
uma investigacao:
A. Exploracao e formulacéo de questdes
e Reconhecer uma situacao problemética
e Explorar a situacdo problematica
e Formular questdes
B. Conjecturas
e Organizar dados
e Formular conjecturas (e fazer afirmaces sobre uma conjectura)
C. Testes e reformulacao
e Realizar testes
e Refinar uma conjectura
D. Justificacao e avaliacao
e Justificar uma conjectura
e Avaliar o raciocinio ou o resultado do raciocinio
Com o desenvolvimento da pesquisa bibliografica, percebemos que
caracteristicas proprias de determinada tendéncia de ensino e aprendizagem da
matematica estdo presentes na estrutura de outras tendéncias que estdo sendo
aplicadas e/ou investigadas na atualidade. Essas tendéncias apresentam pontos
comuns tais como: situacfes-problema, conexdo com o dia-a-dia, despertar o
interesse no estudante, emissdo de hipétese, carater investigativo, presenca da

historia da matematica, registro no percurso da atividade e preocupacdo com o
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processo avaliativo. A apropriacdo de qualquer uma dessas tendéncias para
nossa pratica pedagogica faria de nossa sala de aula um lugar prazeroso para a

aguisicao do conhecimento com significado.

11.2. AVALIACAO

E evidente que, em qualquer uma dessas tendéncias alternativas de ensino
e de aprendizagem, a avaliagdo € um tema inquietante. Principalmente porque
nossa cultura escolar costuma premiar ou punir o resultado final e ignorar o trajeto
até esse resultado. Podemos considerar “que a avaliacdo seja um dos aspectos
do processo ensino/aprendizagem, em que mais se faca necessaria uma
mudanca didatica” (GIL-PEREZ, 2001, p. 43). Quanto a isso se refere Hoffmann

(2004, p. 10):

Percebo que é essencial e urgente o repensar do significado de acao
avaliativa da educacdo infantii & universidade. Quaisquer praticas
inovadoras desenvolver-se-80 em falso se ndo alicercadas por uma
reflexdo profunda sobre concepg¢8es de avaliacdo/educacao.

Mesmo sendo a avaliacdo indissociavel do ensino e da aprendizagem, a
percebemos hoje como um fendmeno indefinido. O termo avaliacdo se refere a
diferentes significados como: prova, nota, conceito, boletim, recuperacao,
reprovacgdo, registro, analise de desempenho, julgamento de resultados e medida
de capacidade na apreciacdo do todo do aluno. Avaliar ndo é tarefa simples,
principalmente ao se lancar mao de uma prética inovadora para o0 ensino e para a
aprendizagem de um conteddo matematico. Faz-se necessario maior empenho ao
se planejar os momentos avaliativos. Tais momentos devem entremear toda a
atividade, deve contribuir para que o estudante continue avancando e alcance os
resultados desejados (GIL-PEREZ, 2001; HOFFMANN, 2004). Uma avaliacio

dessa forma deve ser inserida em qualquer uma das tendéncias de ensino e de
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aprendizagem da matematica. Assim, a avaliacdo apresenta-se como uma
oportunidade de reorganizacdo conceitual e de reflexdo sobre os préprios

conhecimentos (POZO, 1998).



12. METODOLOGIA ADOTADA NESTA PESQUISA

Ao propormos a realizacdo de uma investigacdo em sala de aula para o
estudo das seccbes cbnicas, em conexao com a historia das seccbes conicas e
conduzindo o aprendiz para uma aprendizagem significativa, foi necessario
determinar as bases tedricas nas quais deveriamos apoiar as atividades
desenvolvidas junto com os alunos.

Nossa inspiracao inicial esteve ligada a Jodo Pedro da Ponte et. al. (2003),
exatamente pelo titulo de sua obra, Investigacdes Matematicas em Sala de Aula.
E sentimo-nos a vontade quando, ao buscar tal fundamentacéo tedrica para a
pesquisa que nos propunhamos a realizar, percebemos que 0 nosso trabalho
docente no cotidiano escolar assemelhava-se em alguns pontos, de forma nao
sistematizada, a uma investigacdo em sala de aula. A continuidade da pesquisa
bibliografica fez-nos saber detalhes das caracteristicas de outras tendéncias de
ensino da matematica. Isso despertou 0 n0OsSsSO interesse por entremear a
investigacdo em sala de aula proposta por Ponte et. al. (2003) com algumas
dessas caracteristicas.

Um aluno da 32 série do ensino médio ja dispde de uma boa porcéo de
elementos no seu estoque cognitivo. Dessa porcdo, aqueles aspectos
considerados relevantes para uma boa aprendizagem por parte do aluno,
precisam ser identificados e valorizados no processo ensino-aprendizagem. Sao
eles os conhecimentos prévios. Caso, na estrutura cognitiva do aprendiz, ndo
exista um aspecto relevante com o qual ele possa relacionar a nova informacéo
compete ao professor mediador lancar mao de estratégias tencionando a criacdo

de conhecimentos prévios que dardo significado a aprendizagem do novo
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conhecimento. Os primeiros momentos investigativos devem favorecer o
despertar desses conhecimentos prévios onde a nova informacao possa ancorar.
O almejado querer saber do aluno sera muito bem-vindo.

Um aluno intrigado com a situacdo-problema, ndo convencido da
regularidade de alguns dados; curioso e ansioso para chegar as conclusfes
finais, € um elemento de primordial importancia numa investigacdo em sala de
aula. A isto se propde o segundo e terceiro momento da investigacdo, segundo
Ponte et. al. (2003).

Na formulacdo das questdes e organizacdo dos dados obtidos, um fato
pode ser destacado: a convivéncia diaria e o estudo piloto confirmam que ha
resisténcia em escrever. Os estudantes limitam-se a linguagem oral e/ou gestual.
Fazé-los perceber o quanto é imprescindivel o registro das questdes e dos
resultados obtidos, néo é tarefa facil. E preciso evidenciar a falta que faz um dado
nao registrado no desenrolar da investigacdo para que quase se convencam de
registrar. Quanto as conjecturas, querem apenas registrar a eleita por eles como
verdadeira. Chegam a afirmar que “os acertos foram de primeira”. As falsas
conjecturas ficam propensas a serem descartadas. Enquanto que, se a conjectura
eleita por eles como verdadeira mostrar-se falsa, essa devera ser reformulada e
logo em seguida iniciar uma nova testagem para que, em consenso, O grupo
justifique-a.

Cada grupo tera a oportunidade de expor aos outros grupos os resultados
obtidos na experiéncia. Em seguida buscaremos o consenso com toda turma para
redigirmos um resultado final. Tomando como base o0s quatro momentos
idealizados por Ponte et. al. (2003), um resumo de NOSSOS passos nessa

investigacao apresenta-se assim:
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A. Exploracdo e formulacdo de questdes

e Despertar no aprendiz conhecimentos prévios relevantes ao estudo
investigado;

e Reconhecer a situacao-problema;

e Familiarizar-se com a situacao-problema;

e Formular questbes referentes a situacdo problema (os alunos néo
fizeram de forma desejada);

B. Organizacido de dados

e Organizar os dados obtidos na atividade;
e Formular conjecturas com base nos dados obtidos (hipéteses);

C. Testes e reformulacio

e Testar a conjectura mais provavel;
e Eventualmente, reformular a conjectura para nova testagem;

D. Justificacdo, exposicdo e conclusdo

e Justificar uma conjectura de consenso no grupo;
e Expor aos colegas de outros grupos o resultado obtido;
e Construir o resultado final em consenso com todos 0s grupos;
E. Avaliacdo
¢ Preenchimento das guias de atividades n° 1, n°®2 e n° 3;
e Exposicdo dos resultados do grupo, em cada etapa do trabalho, para
toda classe;
e Procedimentos desenvolvidos durante as atividades em grupo;

e Andlise de exercicios individuais.
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Dessa maneira, mas nem sempre nessa ordem,

0 processo de criagdo matematica surge aqui fértil em acontecimentos
inesperados, de movimentos para frente e para tras. Essa perspectiva
contrasta fortemente com a imagem usual dessa ciéncia, como um corpo
de conhecimento organizado de forma légica e dedutiva, qual edificio
sélido, paradigma do rigor e da certeza absolutas. (PONTE et. al., 2003,
p. 15).

Para que o aluno tenha nocdo do quanto esse movimento oscilatério
esteve presente também na remota origem do conteddo pesquisado, contamos
com a necessaria contribuicdo da histéria da matemética. Investigando os
fundamentos desse conteddo € possivel ampliarmos a compreensdo dos
conceitos. Faz parte do planejamento uma exposicdo em PowerPoint e um texto
histérico sobre a origem das seccdes conicas, ainda assim, cada vez que um
aluno indaga pela origem de um tal conhecimento, aproveitamos a oportunidade
para reviver alguns fatos histéricos.

N&o que a histéria da matematica exerca sobre o aprendiz “um poder
quase magico de modificar a atitude do aluno em relacdo a Matemética” (MIGUEL
e MIORIM, 2004, p. 16), mas tanto Poincaré (1854-1912) como também Roxo
(1890-1950) defenderam a idéia de ter a histéria da ciéncia como primeiro guia do

educador (MIGUEL; MIORIM, 2004).
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13.  NOTAS HISTORICAS SOBRE AS SECCOES CONICAS

Transpondo a linha do tempo, podemos chegar ao ano 600 a.C. e
encontrar ali a Grécia que, com seu alfabeto consolidado e tendo disponivel o
papiro, registrava e divulgava a sua historia, as suas idéias, idéias que as vezes
eram oriundas de outras civilizacdes, por exemplo, a egipcia e a babilénica, no
entanto acrescidas de um galgar constante em busca da perfeigéo.

E também em torno dessa época, que ocorrem 0s registros matematicos
gregos, esses registros foram feitos em dois periodos: o classico (600 a.C.-300
a.C.) e o alexandrino ou helenistico (300 a.C.-600 d.C.). O berco da proépria
palavra matemética € grego, mathematiké = mathema (ciéncia) + iké
(conhecimento) que, no latim, passou a mathematica, mas o conceito mesmo de
matemética tem experimentado mudancas significativas ao longo dos diferentes
periodos historicos.

A matematica classica grega se desenvolveu em diversos centros que,
baseando-se cada um nas obras de seus antecessores, sucediam-se uns aos
outros. Nesses centros, dirigidos por um ou mais sébios, um grupo informal
realizava suas atividades. A continuidade da tradicdo era mantida por um forte
elo, indo de mestre a discipulo (KLINE, 1992). Pode-se, assim, observar alguns
nomes numa sequéncia de mestres-discipulos ou discipulos-mestres:
Anaximandro, Pitdgoras, Anaxagoras e Jendfanes freqientaram a escola jonica
em Mileto, fundada por Tales; Zendo foi discipulo de Parménides, ambos
pertenceram a escola de Jendfanes e levou-a para Eléia; Filolau, Teodoro de
Cirene, Arquitas de Tarento e Hipdcrates de Quio foram pitagéricos (uma
irmandade do tipo religiosa, cientifica e filosofica); Arquitas, Teodoro e Teeteto

foram mestres de Platdo (este foi o primeiro a sistematizar as regras da
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demonstracdo rigorosa); Eudoxo passou a influéncia platénica para os irmaos
Menaecmo e Dinostrato; saindo da academia de Platdo (que com terrenos,
edificios, estudantes e cursos formalmente ministrados, ela tinha todas as
caracteristicas de um uma universidade atual), Aristoteles fundou a sua escola — o
Liceu; Euclides, provavelmente, estudou com os discipulos de Platdo e assim por

diante.

Uma das grandes contribuicbes gregas ao conceito mesmo da
matematica foi o raciocinio consistente e a énfase posta no fato de que
0s objetos mateméticos, numeros e figuras geométricas, séo abstragdes,
idéias produzidas pela mente e claramente distintas dos objetos ou
imagens fisicas. (KLINE,1992, p. 54, tradu¢&o nossa)

Esta citacdo evidencia a solida consciéncia do carater abstrato dos gregos.
Kline também destaca a contribuicdo dos gregos ao insistirem que, “todos o0s
resultados matematicos deveriam ser estabelecidos dedutivamente a partir de um
sistema explicito de axiomas” (1992, p. 60, traducdo nossa), ou seja, a énfase no
raciocinio dedutivo como unico método de demonstracdo em matematica.

Mesmo considerando as limitagdes quanto ao uso de régua e compasso
para as demonstragdes, as construcbes com esses instrumentos tiveram um
papel vital na geometria grega. Conhecidos como instrumentos de Euclides (c.
300 a.C.) “a régua sem escala e o compasso desmontével tornaram-se 0s Unicos
instrumentos permitidos para problemas de construgcdo da geometria euclidiana”
(EVES, 2004, p. 180).

O alexandrino Eratdéstenes (275-194 a.C.), numa carta ao rei Energetes,
atribui a Menaecmo (membro da Academia platbnica, um dos mestres de
Alexandre o Grande, gebmetra e astrobnomo), o descobrimento das seccdes

conicas (BOYER, 1974).
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Na introducdo das seccbes codnicas, Menaecmo (c. 380-320 a.C.) utilizou
trés tipos de cones (tendo, no vértice, angulo reto, angulo agudo ou angulo
obtuso). Sendo cada cone cortado por um plano perpendicular a um elemento do

cone (uma geratriz).

Figura 1: Secgdes conicas de Menaecmo

Ter a disposicdo uma familia de curvas adequadas (parabola, elipse e
hipérbole), que podiam ser obtidas de uma mesma fonte, foi uma realizagéo
importante para Menaecmo.

Sem exatidao, cré-se que o estudo de famosos problemas de construgoes
(quadradura do circulo, duplicacédo do cubo e trissec¢do do angulo), levou a esse
descobrimento. E o caso de Hipdcrates de Quio (séc. V a.C.), ao demonstrar que
o problema da duplicacdo do cubo pode reduzir-se a encontrar duas medidas
proporcionais entre a aresta dada e o seu dobro.

Assim, numa linguagem matematica atual, sejam x e y tais que,
Y

2a’

entdo x’=ay, y’=2ax e xy=_2a’,

2 2 _
X=ay {x ay

portanto .
y? = 2ax xy = 2a°
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Logo x e y sdo as coordenadas dos pontos de intersecdo de duas parabolas ou
de uma parabola e de uma hipérbole.

Menaecmo trabalhou no problema e conseguiu solucionar ambos o0s
problemas da duplicacdo do cubo utilizando geometria pura. Na solucdo que
obteve, utilizou duas curvas de sua criacao, parabola e hipérbole, e fez surgir uma
terceira curva como subproduto de sua descoberta, a elipse. Deu 0s primeiros
passos na direcdo da geometria analitica. Mesmo que tenha sido estranho ao
pensamento grego o conceito geral de equacdo em quantidades incognitas,
algumas vezes foi sustentado que ele ja dispunha da geometria analitica. Ele
apenas esbarrou nas coénicas, devido a uma busca bem sucedida por curvas com
propriedades adequadas a duplicacdo do cubo e nem podia imaginar quantas
belas propriedades o futuro revelaria (BOYER, 1992).

Os Elementos de Euclides e as Secc¢Oes Conicas de Apolonio relata,
resume e prolonga a matematica produzida no periodo classico, mesmo que 0s
autores dessas obras tenham vivido no periodo helenistico (KLINE, 1992).

Euclides (viveu por volta de 300 a.C.), criador da famosa e duradoura
escola de matematica de Alexandria, escreveu cerca de uma duzia de tratados
com tépicos variados (6ptica, astronomia, muasica, mecéanica e até um livro sobre
seccOes conicas). Desses escritos, mais da metade se perdeu, incluso o tratado
das conicas, que pode ter sido uma antiga aproximacao da geometria analitica.
Também é considerado sem possibilidades de recuperacdo um tratado ainda
mais antigo sobre lugares solidos (nome grego para seccdes conicas) de Aristeu,
o Velho (c. 320 a.C.) (BOYER, 1992; EVES, 2004; KLINE, 1992).

O método € uma obra de Arquimedes (c. 287 a.C.), que foi morto com

setenta e cinco anos por um soldado durante o saque da cidade de Siracusa. Na
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guerra, foi o inventor de criativas e engenhosas maquinas (catapulta moével de
alcance ajustavel, guindaste que levantava navios da superficie do mar, sistema
de polias compostas que o possibilitava mover sozinho um navio pesadamente
carregado, espelhos ustorios que utilizando as propriedades focais da parabola
provocam ou facilita a combustdo) para conservar o inimigo a distancia dessa
cidade. As histérias, uma ligada a descoberta do principio da hidrostatica, quando
do banho, esqueceu-se de vestir-se e saiu correndo para casa gritando “Eureka,
eureka!”, e outra quando se refere a sua teoria das alavancas “dé-me um ponto
de apoio e eu moverei 0 mundo”, sdo as mais mencionadas na literatura. O
método do equilibrio de secgdes circulares com um vértice como base foi aplicado
por Arquimedes para descobrir os volumes dos segmentos de trés sdlidos de
revolucdo — o paraboldide, o elipséide e o hiperboldide (BOYER, 1992; EVES,
2004; LINTZ, 1999).

Apolbnio de Perga (c. 262-190 a.C.), conhecido ainda em vida como “O
Grande GeOmetra”, mesmo tendo escrito sobre outros temas, teve como obra
mestra o tratado sobre as cbnicas. Tais curvas ja eram conhecidas ha cerca de
um século e meio. Ele poliu o tema ja antes estudado por outros (Menaecmo,
Aristeu, Euclides e Arquimedes), despojou-o de irrelevancias e o sistematizou.

Apolénio mostrou que de um anico cone circular podem ser obtidas todas
as espécies de secc¢des conicas, simplesmente variando a inclinagcéo do plano de
seccdo. Provou também que o cone nado precisa ser reto (cone cujo eixo é
perpendicular a base circular) e fez a substituicdo do cone de uma s6 folha por
um duplo. Os gebmetras percebiam a duplicidade da curva da hipérbole, mas eles
falavam de duas hipérboles, s6 a partir de Apoldnio fala-se de dois ramos de uma

hipérbole. Apoldnio, adaptando de uso anterior, empregou o0s termos de parabola,
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elipse e hipérbole. Também deu a mesma defini¢cdo de cone circular que é usada

até hoje. Vejamos:

Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre por
um ponto fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que nao
esta num mesmo plano com o ponto de modo a passar sucessivamente por
cada um dos pontos dessa circunferéncia, a reta movel descreveri a
superficie de um cone duplo. (c. séc. Il a.C apud BOYER, 1994, p. 107).

A figura a seguir mostra uma ilustracdo para a definicdo de Apolonio
exposta anteriormente. Nela observa-se a reta moével r, o ponto fixo P e a
circuferéncia c, descrevendo a superficie do cone de duas folhas. Isso condiz

exatamente com a definicdo que se usa na atualidade.

Figura 2: Definicdo de cone circular (Apolonio)

Das Seccdes Conicas de Apolonio, composta de oito livros que contém 487
proposicdes, Kline (1992) diz tratar-se de um material original, engenhoso,
extremamente habil e organizado de forma excelente. Este tratado numa
organizacdo tdo monumental “derrotou todos os rivais ho campo das secc¢des

conicas” (BOYER, 1992, p. 107), e

encerrou praticamente o tema para 0s pensadores posteriores, pelo
menos no ponto de vista puramente geométrico. Pode considerar-se
verdadeiramente como a culminagdo da geometria grega classica
(KLINE, 1992, p. 129, traducéo nossa).
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Os quatro primeiros desses livros, que tratam da teoria elementar genérica
das conicas, existem ainda em grego, o oitavo ndo foi encontrado e 0s outros trés
consta de uma traducdo para o arabe de 1290 (BOYER, 1992; EVES, 2004;
KLINE, 1992).

Devido as obras de Euclides, Arquimedes e Apolbnio (os trés gigantes da
matematica do século Ill a.C.), embora estando em atraso com relacéo as artes e
a literatura, o periodo de 300 a 200 a.C. foi denominado de “ldade Aurea” da
matematica (BOYER, 1992).

No final do Ill século d.C. viveu o comentarista grego Papus de Alexandria,
um grande gebmetra empenhado em reacender o interesse por sua matéria, “mas
nao teve sucessor realmente capaz em geometria pura na Grécia” (BOYER, 1992,
p. 214). Colecdo matemética foi o maior de seus trabalhos com oito livros
contendo algum material original. O livro VII dessa colecdo descreve os trabalhos
que constituem O Tesouro da Analise, nele estdo incluidos as Secc¢bes Cbnicas
de Apolbnio e os Lugares Sdlidos de Aristeu.

Hipatia (370-415), filha de Téon de Alexandria (c. 335-405) — filosofo,
matematico e autor — foi a primeira mulher matematica mencionada na historia.
Medicina e filosofia pertenciam também ao seu dominio intelectual. “Suas aulas,
muito elogiadas, atraiam grandes frequéncias” (EVES, 2004, p. 212) e, como
solteira, dizia-se casada com a verdade. Tornou-se diretora da Academia e
produziu textos especificos sobre Diofanto (aritmética), Ptolomeu e Apolbnio
(conicas). Seu trabalho sobre as coOnicas facilitou a compreensédo dos conceitos
proprios do assunto. Essa jovem foi mais lembrada por seu martirio do que por
seus feitos intelectuais. Por dedicar-se ao estudo de varias religides e ser ardente

defensora da cultura pagéd contra o cristianismo, em margco de 415 sofreu uma
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morte cruel. Surpreendida por uma multiddo de fanaticos cristdos seguidores de
Séo Cirilo (Cirilo de Alexandria — c. 400), foi arrastada para fora de sua
carruagem, teve o seu corpo dilacerado com conchas de ostra ou cacos de
ceramica e teve os seus membros exibidos nas ruas. O estupido episodio de sua
morte € considerado como marco do fim de Alexandria como centro de ciéncias.

Para o final do periodo helenistico, ainda foram escritas algumas obras
sobre as conicas. A construcdo de uma elipse com cordel foi descrita por
Antemius de Trales que morreu em 534, este também escreveu uma obra Sobre
espelhos que queimam descrevendo as propriedades focais da parabola. A
Isodoro de Mileto, que viveu em 520, talvez devamos a construcdo da parabola
com cordel e régua T. Ja Eutécio (nascido por volta do ano 480), entre outras
obras, escreveu comentarios sobre Secg¢Bes Conicas de Apoldnio. Divisamos
assim a contemporaneidade desses matematicos (BOYER, 1992).

No ano de 529, o imperador Justiniano fechou definitivamente as portas da
escola ateniense. Ainda um pouco, a escola de Alexandria persistiu até o ano de
641 quando os arabes queimaram todo o resto. “A longa e gloriosa histéria da
matematica grega chegava ao fim” (EVES, 2004, p. 213).

E consideravel a importancia do século XVII para a histéria da matematica.
Foi na primeira metade desse século que, estabelecendo uma ponte entre as
curvas do plano e as equacdes algébricas de duas incoOgnitas, nasceu a
geometria analitica. Isso ndo foi acidental, avancos politicos, econémicos e
sociais da época criaram uma atmosfera favoravel para uma produgéo crescente
de pesquisa matemética. “A transicAo na Europa para 0s novos métodos
capitalistas de producdo requereu o progresso de quase todas as ciéncias”

(ALEKSANDROV, 1994, p. 225, tradugdo nossa). O desenvolvimento da
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navegacao e a arte da guerra tinham necessidades urgentes de conhecimentos
mais avancados de astronomia, de mecanica, de geometria. Os principais
cientistas ja admitiam os ensinos de Copérnico. Galileu e outros iniciavam a
elaboracdo da mecéanica contemporanea. No entanto, as descobertas das leis da
natureza desafiavam muitas doutrinas religiosas.

Quando Galileu (1564-1642) descobriu que uma pedra ou uma bala de
canhdo lancada ao ar descreve uma parabola, Kepler (1571-1630), descobriu as
trajetorias elipticas dos planetas ao redor do Sol e Pascal (1623-1662) descobriu
a lei da pressao atmosférica, surgiram trés ciéncias matematicas importantes — a
geometria analitica, o calculo diferencial e o calculo integral. A fisica e a
astronomia necessitavam de argumentos referentes a coisas infinitamente
grandes ou infinitamente pequenas (ALEKSANDROV, 1994; BOYER, 1992).

Kepler se envolveu com as seccdes conicas desde 1604, ele necessitava
de aplicacbes a astronomia. A ele se deve o uso da palavra focus (latim para
lareira). A historia relata muitos infortinios que envolveram sua vida. Apesar
desses transtornos, ele “continuou seu trabalho cientifico com perseveranca,
laboriosidade extraordinaria e imaginacao fértil” (KLINE, 1992, p. 362, traducao
nossa).

O interesse por encontrar métodos universais para 0s problemas de
curvas, motivou algumas investigacdes no século XVIl. René Descartes (Franca,
1596-1650) e Pierre Fermat (Franga, 1601-1665) viram claramente, pelas
necessidades expostas na ciéncia, a possibilidade de criar novos ramos da
matematica.

Fermat, dedicando-se a restauracdo de obras perdidas da antigiidade e,

baseando-se na colecdo matematica de Pappus, se propds a reconstruir o
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Lugares planos de Apoldnio. Assim descobriu o principio fundamental da
geometria analitica, escrito um ano antes da Geometria de Descartes: “Sempre
que numa equacao final encontram-se duas quantidades incognitas, temos um
lugar, a extremidade de uma delas descrevendo uma linha, reta ou curva’
(BOYER, 1992, p. 253), ou seja, “sempre que numa equacao se encontram duas
variaveis, os pontos que satisfazem a equagao formam uma curva”.

Foi nesse sentido que, em 1629, Fermat escreveu Introdugcéo aos Lugares
Planos e Sdélidos, que circulava em forma de manuscrito e, devido a sua
modeéstia, so foi publicado depois de sua morte, em 1679. Ele contentava-se em
apenas escrever a Mersenne (1588-1648) expondo as suas idéias. Os trabalhos
de Fermat eram muito mais sistematicos e didaticos do que os de Descartes e
sua geometria analitica aproxima-se da atual. Mesmo assim, persiste a crenca de
gue a geometria analitica foi invencdo apenas de Descartes. Laplace considera
Fermat como descobridor do calculo diferencial e co-descobridor da geometria
analitica.

Considerado o Pai da Filosofia Moderna, Descartes desejava criar um
método geral para a resolucdo de todos os problemas de geometria. Sua teoria se
baseia em dois conceitos: “0 das coordenadas e o de representar em forma de
curva plana qualquer equacao algébrica com duas incognitas, valendo-se para
isso do método das coordenadas” (ALEKSANDROV, 1994, p. 70, traducao
nossa). Descartes langcou mao da potencialidade da algebra e dos métodos
geométricos gregos para a criacdo de uma metodologia mais ampla e a reducdo
do trabalho na resolucdo de problemas. “O produto desta aplicacdo da éalgebra
para a geometria foi A Geometria” (KLINE, 1992, p. 409, traducdo nossa). Este

era um dos trés apéndices do Discurso sobre o método para raciocinar bem e
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procurar a verdade nas ciéncias publicado em 1637. Nesse apéndice
encontramos suas idéias sobre a geometria analitica e sobre a algebra.

A Geometria levou a geometria analitica (geometria de coordenadas ou
geometria cartesiana) ao conhecimento de seus contemporaneos. Nessa obra ele
propde “tomar o melhor da algebra e da geometria e corrigir os defeitos de uma

com a ajuda da outra” (KLINE, 1992, p. 408, traducdo nossa). E o caso de

representar uma dada equacdo de duas varidveis por uma curva no
plano e deduzir, das propriedades algébricas da equacdo, as
propriedades geométricas da curva correspondente; e reciprocamente,
das propriedades geométricas de uma curva obter a equagdo, e entao,
das propriedades algébricas da equacdo deduzir as propriedade
geométricas da curva (ALEKSANDROV, 1994, p. 70, tradu¢do nossa).

Assim, em grande escala, onde Descartes partia do lugar geométrico e
entdo encontrava sua equacgdo, Fermat partia de uma equacgéo e entdo
estudava o lugar correspondente. Sao esses 0s dois aspectos reciprocos
do principio fundamental da geometria analitica. (EVES, 2004, p. 389).

Na argumentacao de “que uma curva é qualquer lugar geométrico que tem
uma equacao algébrica, Descartes abriu de um s6 golpe o dominio matematico”
(KLINE, 1992, p. 425, traducdo nossa). Na intencdo de estabelecer um método
para a geometria, conseguiu mais do que imaginara e trouxe beneficios a ciéncia
com ferramentas matematicas deveras necessarias.

A geometria analitica foi considerada na época, apenas uma ferramenta
para resolver os problemas de constru¢cdo aos quais se dedicou Descartes.
Quanto ao simbolismo, o referido autor fez uso sistematico dos inteiros positivos
como expoentes. No apéndice A Geometria ele tratou sobre as sec¢des conicas
e, sem demonstrar, afirmou que as equacdes das seccdes coOnicas sédo de
segundo grau (KLINE, 1992).

O interesse dos gregos pelas seccfes conicas foi puramente matematico

enquanto que, nos séculos XVI e XVII, época de Descartes, ja tinha uma
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importancia pratica para a astronomia, a mecanica e a tecnologia
(ALEKSANDROV, 1994).

O arquiteto e engenheiro militar de Lyons, Girard Desargues (1591-1662)
também se sentiu fortemente atraido pelas coénicas. Mesmo nao sendo
reconhecido em seu tempo, o profeta da geometria projetiva (como ficou
conhecido) contribuiu significativamente para o desenvolvimento do estudo das
seccOes conicas, pois na projecdo das sombras de circulos percebemos que as
“formas e tamanhos mudam conforme o plano de incidéncia que corta o cone de
raios visuais ou raio de luz; mas certas propriedades permanecem as mesmas em
todas essas mudancas” (BOYER, 1992, p. 262). Seu trabalho, outrora
negligenciado pelos outros matematicos, hoje “é considerado um classico do
desenvolvimento inicial da geometria projetiva” (EVES, 2004, p. 359).

Aos quatorze anos Bleise Pascal (1623-1662) tomou conhecimento das
idéias de Desargues e, aos dezesseis anos, publicou uma das mais fecundas
paginas da historia, um Essay pour les coniques. Descartes duvidou que a autoria
do trabalho fosse de um adolescente. Aos trinta anos, em continuacdo ao
pequeno Essay, trabalhou no projeto de uma Obra completa sobre as conicas que
nao foi publicada. O seu interesse matematico variava como camaledo e
abandonou a matemética pela teologia (BOYER, 1992; EVES, 2004).

Um fator que muito contribuiu para o avanco da investigagdo matemaética
nesse periodo foi a troca de correspondéncias entre os investigadores. Temendo
a apropriagao indevida de suas descobertas, eles codificavam os resultados que
podiam ser decifrados caso fosse necessério. Mersenne, correspondendo-se com
0s maiores matematicos de seus dias, dos quais era amigo, “funcionou [...] como

uma espécie de camara de compensacao de idéias mateméticas” (EVES, 2004, p.
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400). Nessa época, foi a intercomunicacdo entre os membros do grupo de
Mersenne que impulsionou a divulgagéao dos resultados obtidos nas investigacdes
matematicas.

Mas, devido a dificil apresentacdo de Descartes, a demora da publicacéo
da obra de Fermat, o descaso pelos trabalhos de Desargues, a inconstancia de
Pascal e também a objecdo por parte de muitos matematicos, a difusdo da
geometria analitica com a idéia fundamental do “emprego de equacdes algébricas
para representar e estudar curvas” (KLINE, 1992, p. 419, traducdo nossa), foi
lenta. Mesmo assim, protagonizando esse contexto, a geometria e a algebra
fazem as pazes e, a equacado associada a uma curva € a sua idéia principal.
Assim, surge a geometria analitica como “aquela parte da matematica que,
aplicando o método das coordenadas, estuda os objetos geométricos por meios
algébricos” (ALEKSANDROV, 1994, p. 229, traducéo nossa).

Encontramos em Aleksandrov (1994), em Boyer (1992), em Eves (2004),
em Kline (1992) e em Lintz (1999), construcdes geométricas e expressdes
algébricas com caracteristicas proprias da época em que tiveram inicio as
investigacbes em direcdo a geometria analitica, que no século XVII também foi
chamada de geometria de coordenadas. Neste trabalho nos limitaremos a
introducdo do estudo das secc¢bes coOnicas, pois 0 universo da nossa pesquisa
esta restrita a estudantes do ensino medio.

Fermat mostrou que xy = k* é uma hipérbole, que a* + x> = by é uma
parabola, que x* + y? + 2ax + 2by = ¢® é um circulo, que a® — x*> = ky® é uma elipse
e que a + x? = ky? é uma hipérbole.

Das suas investigacbes Descartes derivou que curvas do plano sao

representadas por equacdes de segundo grau assim expressa: Ax® + Bxy + Cy? +
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Dx + Ey + F = 0. Sem expressar as formas canonicas, “ele indicou condi¢bes

sobre os coeficientes sob as quais a cdnica é uma reta, uma parabola, uma

elipse, ou uma hipérbole [...]" (BOYER, 1992, p. 251).

Elegendo-se um sistema conveniente de coordenadas cartesianas o

Aleksandrov (1994) faz uma exposicdo das formas candnicas que podem ser

derivadas da equacdo Ax? + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0. Destacamos as

equacbes 1, 4 e 6 como as respectivas equacdes canbnicas da elipse, da

hipérbole e da parabola, sendo a, b e c diferente de zero:

X2 y2

1. ?4—?_1:0
2 2

2 X—+y—+1=0
a- b
2 2
a~ b
2 2

4. 2 Y _1-0
a- b
2 2

5. X _Y _p
a” b

6. y*—2px=0

Elipse

Elipse imaginaria

Ponto (par de retas imaginarias

gue se cortam em um ponto real)

Hipérbole

Par de retas que se cortam

Parabola

Par de retas paralelas

Par de retas paralelas imaginarias

Par de retas coincidentes
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Euler (1707-1783) desenvolveu com detalhes o teorema sobre a
possibilidade de reduzir toda equacdo de segundo grau a uma das nove formas
canbnicas (ALEKSANDROQV, 1994).

Estas notas histéricas nos fundamentam em favor da realizacdo de
atividades investigatorias na sala de aula com significado. Com elas evidenciamos
que cada conhecimento elaborado percorre um longo caminho cheio de
hesitacbes, mudancas de rumo, davidas e contradicfes. Elas podem conduzir os
aprendizes a estudar as demonstracfes realizadas por Menaecmo; a enxergar o
jubilo de Apolénio com as suas descobertas, principalmente a hipérbole como
curva de dois ramos; a chegar até Fermat quando descobriu o principio
fundamental da geometria analitica; a perceber a necessidade de Descartes de
construir 0s eixos cartesianos para representar trajetérias de projéteis ou de
corpos celestes; a analisar a projecdo de sombras como Desargues; a direcionar
a sua visao para a utilizacdo das conicas na arquitetura antiga ou moderna como

também em outros fendmenos do cotidiano do estudante.
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14.  HISTORIA DA NOSSA PESQUISA

Foi no ano 2000, Ano Mundial da Matematica, enquanto buscavamos algo
significativo que favorecesse a ampliacdo dos éxitos e a minimizacdo dos
fracassos no processo de construcdo do conhecimento em nossas aulas, que
curiosamente encontramos, num “site” lusitano®, uma exposicdo matematica.
Encantaram-nos as mesas de bilhar’ que |4 estavam. Elas apresentam suas
tabelas em forma de curvas conicas (elipse, hipérbole e parabola), conforme

podemos ver nas imagens a seguir.

Foto 1: Bilhar eliptico, bilhar hiperbdlico e bilhar parabdlico

Certamente, o idealizador dessas mesas inspirou-se nas observacdes de
estudiosos das seccdes coOnicas, realizadas num passado proximo e/ou distante.
Dependendo do nosso envolvimento com a historia referente a este assunto
podemos encontrar Hipécrates de Chios, Menaecmo, Aristeu, Euclides,
Arquimedes, Apoldnio, Hipétia, Galileu, Kepler, Descartes, Fermat, Desargues e
outros. Descartes (2005, p. 23) ratifica a forma que temos de imergir nesse

passado:

[...] a leitura de todos os bons livros € como uma conversagcdo com a
gente mais qualificada dos séculos passados — 0s seus autores, e
também uma conversacdo estudada na qual estes nos revelam os seus
melhores pensamentos [...]

® http://www.atractor.pt/index.html — O Atractor — Matematica Interativa, tem como objectivo
Principal ... atrair para a matematica!! (Acessado em 6/9/2005)

bi.lhar — sm — (fr billard)
1 Nome de varios jogos em que tomam parte duas ou mais pessoas em uma mesa retangular,
com a parte plana horizontal de marmore ou arddsia, forrada de feltro verde, e com bordas
(tabelas) na qual se impelem pequenas bolas de marfim uma contra as outras ou para dentro de
cacapas, por meio de uma vara chamada taco. 2 A mesa ou casa onde se realiza esse jogo.
Disponivel em: http://www2.uol.com.br/michaelis/. (Acessado em 6/9/2005).




Como nossa realidade escolar ndo possibilita a aquisicdo de tal material
didatico, e foi impossivel deixar de lado essa idéia, substituimos mesas de bilhar
por tabuleiros de bilhar. Anteriormente ja haviamos orientado alunos a construir
um tabuleiro de bilhar com uma tabela em forma de parabola para apresenta-lo
numa feira de ciéncias, entdo concluimos que poderiamos fazer tabuleiros
também para a elipse e para a hipérbole. Tal trabalho foi realizado por uma turma
de 32 série de 2001 no CEFET/PB. Os 30 alunos dessa turma compuseram trés
equipes. Um numero elevado de alunos para uma atividade manipulativa.

As atividades de construcdo ocorreram em horério oposto ao estabelecido
para a turma, pela instituicdo. Foram duas semanas de trabalho: conteudos e
resolucéo de exercicios no periodo da tarde (quatro aulas semanais) e atividades
manipulativas no periodo da manha (quatro aulas semanais).

O material utilizado por cada equipe foi: um tabuleiro de madeira, régua,
compasso, calculadora, papel milimetrado, estilete, borracha de sapateiro (preta),
cola de contato e uma lamina de borracha colorida (EVA).

As figuras a seguir representam os graficos dos tabuleiros conicos junto
com suas equacdes. Em cada uma delas esté representado também o movimento
idealizado para que, com uma bola de vidro (bolas de gude) o jogador acerte o

alvo (outra bola de vidro).



X2 y2
Figura 3: Tabuleiro conico 1 ( 1]

Figura 5: Tabuleiro conico 3 (y2 = 8x)
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Para a construcao dos tabuleiros conicos 1, 2 e 3, procedemos da seguinte

maneira:

Foram construidos, na marcenaria do CEFET/PB, trés tabuleiros
retangulares com dimensoées 0,9 m X 0,8 m contornado por uma moldura
com 0,3 m largura por 0,3 m de altura.

Os aprendizes, divididos em trés equipes, deveriam planejar e executar
a construcdo de uma das seccgOes coOnicas (a parte de cor rosa nas
figuras anteriores) em uma borracha de sapateiro, com 0,2 m de
espessura, para encaixa-la no tabuleiro de madeira. Depois cobrir a
borracha preta com uma lamina da borracha colorida (EVA) para
embelezar.

A atividade de cada grupo compreenderia: a escolha das dimensfes da
seccdo conica a ser construida, a determinacdo da equacdo a ser
trabalhada, a construcdo da tabela dos varios pontos do lugar
geométrico, o tracado do grafico em papel milimetrado, o corte da
secc¢do conica na borracha e, por fim, verificarem se a construcdo era
funcional.

As linhas tracadas nas figuras anteriores nao ficariam visiveis.

Em cada figura representando os tabuleiros, a linha pontilhada de cor

rosa trata-se da possivel trajetéria da bola 1 para atingir a bola 2.

Tabuleiro cbnico 1:

Deveriam destacar o foco F; e o foco F, com uma marca para fixar a

bola 2 no foco F-.
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e A bola 1 localizada em qualquer parte do tabuleiro ndo ocupado pela
borracha, ao ser impelida com um taco, deveria atingir, por tabela, a bola
2. O jogador lancaria a bola 1 em dire¢@o a curva da elipse limitada pela
borracha com o objetivo de, ao bater no obstéculo, retornar e atingir a
bola 2 na marca F..

e O objetivo seria alcancado se o jogador impelisse a bola 1 em dire¢éao a

marca F;.

Tabuleiro cbnico 2:

e Deveriam destacar o foco F; (localizado na parte rosa) com um pino e o
foco F, (localizado na outra parte do tabuleiro) com uma marca para fixar
a bola 2 no foco F».

e A bola 1, localizada em qualquer parte do tabuleiro, ndo ocupado pela
borracha, ao ser impelida com um taco, deveria atingir, por tabela, a bola
2. O jogador lancaria a bola 1 em dire¢éo ao ramo da hipérbole limitado
pela borracha com o objetivo de, ao bater no obstaculo, retornar e atingir
a bola 2 no foco F».

e O objetivo seria alcangcado se o jogador impelisse a bola 1 em direcéo ao

pino (F1) localizado na parte emborrachada.

Tabuleiro conico 3:

e Deveriam destacar o foco F para nele fixar a bola 2.
e A bola 1 localizada em qualquer parte do tabuleiro ndo ocupado pela
borracha, ao ser impelida com um taco, deveria atingir, por tabela, a bola

2. O jogador lancaria a bola 1 em dire¢do a curva da parédbola limitada
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pela borracha com o objetivo de, ao bater no obstaculo, retornar e atingir
a bola 2.

e O objetivo seria alcancado se o jogador impelisse a bola 1 em direcéo

paralela ao eixo da parabola.

Oportunamente, interferimos na escolha das dimensées em cada equipe
para que a seccdo coOnica cortada na borracha ficasse bem posicionada no
tabuleiro de madeira. Por serem firmes nas suas decisdes, numa demonstracao
de autonomia, as interferéncias ndo sao facilmente aceitas. A construcdo da
elipse foi a mais trabalhosa.

Iniciamos o nosso trabalho no laboratério de matematica, onde estivemos
calculando, medindo, riscando, cortando, lixando e colando. Depois, para
usufruirmos o ar refrigerado, passamos para o laboratério de biologia.

Acabadas as construcdes, usando o taco e as bolas na direcdo ideal, os
aprendizes viram gque os modelos realmente funcionavam de acordo com as
definicbes. Todos ficaram encantados e expressaram a felicidade daquele
momento com aplausos e gritos. Percebia-se o sentimento de dignidade por
terem construido o tal modelo.

A equipe que primeiro concluiu foi a da parabola, que correu para ajudar a
equipe da hipérbole e da elipse. Eles estavam apreensivos para ver se 0S
tabuleiros das duas outras equipes também dariam certo. Deu certo. A partir dai
eles passaram a explicar os porqués de algumas vezes falhar a jogada. Tratava-
se da construcdo. Ao cortar a curva codnica na borracha, sempre ficam
imperfeicbes que altera a direcdo da bola no momento em que essa atinge a

tabela conica.
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Infelizmente, ndo pudemos considerar essa atividade manipulativa como
uma investigacdo em sala de aula. Os roteiros foram proferidos oralmente e, no
decorrer dessas construcfes, as muitas questbes e hipdteses levantadas e
analisadas espontaneamente pelas equipes foram perdidas, principalmente a
hipotese testada e eleita pela equipe para execucédo da tarefa. Nao solicitamos o
indispensavel registro que possibilitaria ao aprendiz reorganizar suas idéias e
refletir sobre a atividade que estava realizando. Ao concluirem, as analises da
atividade foram feitas ndo sistematicamente. A experiéncia deixou-nos como
saldo trés tabuleiros com as seccdes conicas — elipse, hipérbole e parabola — e
rostos felizes e cheios de um merecido orgulho.

Seguem-se as fotografias dos trés tabuleiros conicos produzidos por alunos

dessa 32 série do ano letivo 2001 no CEFET/PB.

Foto 2: Tabuleiro 1 (eliptico), tabuleiro 2 (hiperbdlico) e tabuleiro 3

(parabdlico)

Associado a um embasamento tedrico, essa experiéncia em sala de aula
foi util como um dos referenciais para a organizagcdo do atual trabalho. Forneceu
contribuicdes relevantes para a sistematizacdo das atividades. Como também os
tabuleiros de bilhar com tabelas conicas, construidos por alunos do CEFET/PB
em 2001 os quais foram inseridos na pesquisa no ano letivo de 2004 e de 2005.

No final do ano letivo de 2004 realizamos um estudo-piloto. Nesse estudo-
piloto contamos com a colaboragdo dos alunos de trés turmas de 3% séries do
ensino médio no CEFET/PB. O tdpico pesquisado fazia parte do curriculo a ser
cumprido pelos alunos. Estavamos presos a hecessidade de emitir uma nota para

registrar no diario de classe. No entanto, estdvamos livres do vestibular, esse ja
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havia passado. O fator tempo também foi um agravante nessa fase da
investigacdo. O namero de alunos foi maior do que 0 necessario para a pesquisa.
Isso ocasionou certas dificuldades na observacao prevista. As falhas percebidas
nesse estudo-piloto puderam ser minoradas na pesquisa central no final do ano
letivo de 2005.

A pesquisa central foi realizada com nove alunos de 32 série do ensino
médio no CEFET/PB. Tratava-se de alunos voluntarios, sem o compromisso de
notas para registro no diario de classe e sem a ansia dos preparativos para o
vestibular, apenas a espera dos resultados. Tais alunos se dispuseram a
contribuir com a pesquisa no horario oposto ao que eles estavam cursando a 32
série do ensino médio. Durante cinco semanas, nas tercas-feiras e quintas-feiras,
das 14h00 até as 16h00, ocupamos o laboratério de matematica. Por iniciativa
dos alunos, algumas vezes esse horario se estendeu até as 17h00 ou 18h00. Eles
eram meticulosos no desempenho das etapas de cada atividade. Mesmo assim a
escassez de tempo nos trouxe transtornos, pois era término de ano letivo, com
calendario especial por causa das greves, e 0s alunos ja cuidavam do ingresso
nas universidades. Fotos, gravacdes, relatorios e diario foram as formas de

registrar para futura analise.
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15. O PERCURSO METODOLOGICO

Considerando o viver cotidiano e o estudo ja realizado no ano letivo de
2004 — além de, numa sala de aula, termos diferentes motivacdes, interesses,
capacidades e necessidades (sociais, culturais e profissionais) — identificamos
algumas dificuldades inerentes a pesquisa no CEFET/PB:

e Nessa instituicdo, o tépico das seccgdes cbnicas € visto na segunda
metade do quarto bimestre. Muitos alunos, j& com média que garante a
sua aprovagdo, mostram-se sem maiores interesses para qualquer
estudo;

e Devido aos residuos das greves nessa instituicdo, o calendario escolar
apresenta-se diferenciado. Portanto, o quarto bimestre de um ano letivo,
quase sempre, com muitos alunos ja aprovados nos vestibulares,
sucede 0 ano em curso;

¢ Na mesma instituicdo, outras turmas podem ser encaminhadas por um
estudo com uma metodologia superficial (CAMPANARIO, 2002), apenas
cumprindo o programa proposto, uma apresentacdo de férmulas para
serem empregadas na resolucao de exercicios bem especificos;

e Com o carisma proprio de um lider, alguns alunos deixam o professor
em sérios apuros. A indisciplina, o barulho e os gracejos — irreveréncia
propria dessa faixa etaria, de 16 até 19 anos aproximadamente —, pode
desnortear uma aula com carater investigativo, caso nao tenham sido
previstas tais situacdes e ndo tenham sido tomadas as providéncias para

provaveis ocorréncias;
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e Turmas numerosas, que no CEFET/PB séo de 30 até 45 alunos (por
vezes chegando a 50), desfavorecem o desempenho das atividades;

e Os primeiros e os Ultimos momentos de uma atividade sao terriveis. No
inicio, cada um tem uma novidade, mais importante que a tarefa
proposta, para contar ao companheiro. E, por concluirem a tarefa em
tempos diferentes, estabelecem-se as brincadeiras, ndo bem-vindas, ao
término da aula;

e As metodologias alternativas para o ensino e a aprendizagem
desenvolvem-se dentro de um espaco de tempo maior que numa aula
expositiva. As atividades manipulativas, a demora para as conclusdes
esperadas e o desvio da atencdo para conversas e/ou brincadeiras que
surgem no grupo, sao as principais causas dessa dilatacdo do tempo;

e A pouca (ou nenhuma?) aplicabilidade imediata do contetudo no dia-a-dia
do aprendiz pode conduzir ao tédio e induzir a célebre pergunta “Para
que serve?” (BROLEZZI, 2003).

Podemos encarar tais dificuldades ndo como obstaculos, mas sim como
desafios a serem vencidos na realizacdo da pesquisa. Diante de uma organizada
atividade investigativa, esses jovens franqueiam a sua curiosidade, o seu espirito
de aventura e de conquista, a sua capacidade de criar e de inovar, o seu vigor. O
que é possivel fazer com todo esse tesouro em maos? Melhor buscarmos uma
metodologia alternativa que canalize o que for possivel dessa preciosidade para
uma aprendizagem com significado.

Julgando possivel essa busca, atuamos de maneira que o aluno fosse
conduzido ao berco das seccdes cbnicas, que a sua curiosidade fosse agucada

para a presenca dessas curvas na natureza e no seu cotidiano (formas, trajetoria
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de astros, trajetéria de cometas, lancamento de projétil, jatos de agua, feixes de
luz, arquiteturas, etc.), que pudéssemos tirar proveito da sua ludicidade com as
seccOes cOnicas em tabuleiros de bilhar e que ainda procurdssemos anular o
tédio quase certo nessa época do ano letivo.

A pesquisa bibliografica nos fez enxergar que as secc¢des conicas é um
assunto muito vasto. Mesmo na introducdo desse conteudo, a parte que € vista no
ensino médio, ha uma numerosa quantidade de atividades que podem ser
desenvolvidas por aprendizes desse nivel de conhecimento com o intuito de
conduzi-los a uma aprendizagem com significado. Encontramos tais atividades na
préopria histéria e também em autores como Bolt (1992) e Wells (1998). Algumas
dessas atividades necessitam de um maior empenho — espaco, tempo, recursos,
estudo — para que seja possivel aplica-las numa sala de aula. Numa equipe de
professores os obstaculos para a execucao de tal tarefa seriam minorados.

Determinamos, elaboramos e testamos o0s instrumentos que seriam
favoraveis ao desenvolvimento da nossa pesquisa em sala de aula. Do estudo-
piloto até a pesquisa central houve certas modificagcdes em tais instrumentos. Ao
final, tivemos resultados gratificantes, mesmo que ainda insatisfatorios.
Impossivel é esgotar o tema e ha intencdo de nos aprofundarmos na exploracéo
desse assunto.

O esquema a seguir nos favorece uma melhor percepcédo das etapas

desenvolvidas nesta pesquisa.
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Pesquisa bibliografica sobre a
fundamentacao tedrica para a
metodologia a ser analisada.

i

Elaboracao e testagem de
instrumentos didaticos para a
investigacdo em sala de aula.

i

Estudo-piloto da metodologia nas
3% séries A, B e C do ensino médio
no CEFET/PB, ano letivo 2004.

i

Reestruturacdo da metodologia para
a investigacdo em sala de aula com
base na analise do estudo-piloto.

i

Pesquisa da metodologia com nove
alunos de 32 séries do ensino médio
no CEFET/PB, ano letivo 2005.

Analise dos dados

Conclusao
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16. EXPERIENCIAS EM SALA DE AULA: UM ESTUDO-PILOTO

Para as 3% séries do ensino médio no CEFET/PB, o contelido das secgbes
conicas é ministrado na segunda metade do quarto bimestre. E certa a presenca
de alunos indispostos e apreensivos quanto aos diversos concursos de
vestibulares pelos quais tenham passado em diversas instituicbes de ensino
superior. Foi nesse contexto que realizamos, a titulo de pesquisa, uma
investigacdo em sala de aula nhuma abordagem metodoldgica para o0 ensino e a
aprendizagem da geometria analitica.

Nesse primeiro momento realizamos um estudo-piloto. Foram duas turmas
no periodo da manha e uma no periodo da tarde que compuseram 0 grupo a ser
pesquisado. No CEFET/PB as 3% séries tém quatro aulas semanais com duracéo
de 50 minutos. Geralmente, conjugadas duas a duas.

Na primeira metade do quarto bimestre escolar de 2004 as 32 séries A, B e
C estudaram ponto, reta e circunferéncia. Esse estudo, que culminou com uma
revisdo e uma avaliacdo da aprendizagem, foi ministrado pela professora da
turma. Em seguida as turmas nos foram entregues para darmos continuidade ao
conteudo da geometria analitica — elipse, hipérbole e pardbola. Essa fase da
pesquisa s6 pode ter inicio em fevereiro de 2005 porque as 3% séries ainda
cumpriam um calendario especial devido as sucessivas greves de anos
anteriores.

Como o referido periodo letivo coincidiu com as festividades de final de ano
e inicio das férias escolares e do planejamento para 0 novo ano escolar nessa
instituicdo, tivemos uma série de dificuldades para implementar uma proposta de

ensino envolvendo a investigacdo em sala de aula aliada ao uso da historia da
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matematica. Mesmo assim, conseguimos alcancar 0 previsto em nosso
planejamento.

A divulgacdo do calendario da Universidade Federal da Paraiba — UFPB
para 0 ano de 2005 levou o CEFET/PB a antecipar a conclusdo de suas
atividades nessas turmas até a primeira quinzena de marco de 2005.

As atividades para esse primeiro momento procuravam conduzir o aprendiz
a explorar, questionar, supor (ou criar hipoteses), testar, reformular, justificar e
avaliar, isto €, investigar. Supusemos que no seu caminho investigativo
ocorressem duvidas, hesitacdes, contradicbes e mudancas de rumo. Que eles
criariam meios para resolver problemas, que verificariam a validade de suas
hipéteses e que, as atividades manipulativas (apenas a manipulacdo de um
material didatico ndo garante a construcdo de um conhecimento com significado)
contribuiriam para a reestruturacdo dos conhecimentos prévios e a apropriacao de
novos conhecimentos.

Como essa pesquisa intenciona analisar a possibilidade de propor uma
abordagem metodologica diversificada para o ensino e a aprendizagem das
seccOes cobnicas, a amostra selecionada é todo o universo de pesquisa, trés
turmas de 32 séries do CEFET/PB. Os dados para a atual pesquisa foram
fornecidos por testes avaliativos de conteddos, questionarios com respostas
abertas e, basicamente, pela observacdo participativa da professora-
pesquisadora, que mediando, cuidou para que o aluno fosse o protagonista dessa
acdo. A partir das atividades desenvolvidas, é provavel que os alunos venham a
ter uma visdo diversificada das origens dos conhecimentos matematicos — que
ndo mais os vejam rigidos, prontos, acabados e surgidos como magica e sim

recheado de intensas mudancas proprias de cada época — e que também lhes
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sejam possivel investigar sobre qualquer outro conhecimento desejado. Portanto,
afirmamos que se trata de uma pesquisa-acdo com observacao participante
(RICHARDSON, 1999).

Registramos, de forma sistematica, 0 maximo de ocorréncias relevantes.
Fotografias, gravacdes de voz em fitas magnéticas e anotacdes em um diario
foram os meios utilizados na coleta de dados.

De inicio as aulas foram planejadas para ocorrerem em 10 encontros de

100 minutos cada, conforme o quadro a seguir.

1° encontro Leitura, comentéarios e questionamentos do texto histérico.

Comentarios dos aportes historicos adquiridos em outras fontes.

0
2" encontro Aplicacdo, em dupla, de questionario referente ao texto.

3% encontro Atividades com elipse.

4° encontro Atividades com parabola.

5° encontro Atividades com hipérbole.

6° encontro Jogo na mesa de bilhar cénica.

7° encontro Exercicios de fixacao.

8% encontro Exercicios de fixacao.

9% encontro Avaliacdo da aprendizagem em duplas.

10% encontro  |Em PowerPoint, fotos da turma em atividades com as conicas.
(3 turmas juntas |Questionario avaliando as aulas ministradas.
no auditério) | Distribuicdo de chocolates em forma de cone.

Quadro 1: Previsdo para 10 encontros em 2004

Mas, fugindo a nossa expectativa, ocorreu segundo 0 seguinte quadro,
sendo dois desses encontros com uma duracédo de 200 minutos. Pouco favoravel,
pois, mesmo com o dinamismo instalado devido as atividades desenvolvidas, ha
reclamacdes por parte dos alunos por estarem estudando por muito tempo uma

mesma disciplina.
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1° encontro
(100 minutos)

Leitura, comentarios e questionamentos do texto histérico.

22 encontro
(100 minutos)

Comentarios dos aportes histéricos adquiridos em outras fontes.
Aplicacdo, em dupla, de questionario referente ao texto.

32 encontro
(200 minutos)

Atividades com elipse.
Atividades com parabola.

4° encontro
(200 minutos)

Atividades com hipérbole.

Jogo na mesa de bilhar conica.
Exercicios de fixacao.

Avaliagéo da aprendizagem em duplas.

5% encontro
(3 turmas juntas no
auditorio)
(200 minutos)

Em PowerPoint, fotos da turma em atividades com as cbnicas.
Questionario avaliando as aulas ministradas.
Distribuicdo de chocolates em forma de cone.

Quadro 2: Cinco encontros ocorridos em 2004

O primeiro encontro realizado para abordar as conicas ocorreu em pleno

verdo. Os estudantes estavam eufdricos, inquietos e com uma vontade enorme de

iniciarem o ano letivo em cursos superiores para 0s quais tinham sido aprovados,

no entanto ainda estavam concluindo o ensino médio. No

laboratério de

matematica misturavam-se meninas com um curativo colorido cobrindo uma

sobrancelha retirada e meninos carecas, o que identificava os aprovados no

concurso de vestibular. Tivemos a oportunidade de conduzir uma aula sem

objetivar as exigéncias préprias do vestibular que “tem se constituido um grande

paradigma para a organizacao do ensino basico [...] [livre assim] de transformar

todo o curso num ‘macetdo’ em nome do exame” (VASCONCELLOS, 2006, p.

215).

Neste encontro, explicamos 0 motivo da nossa presenca naquelas turmas,

que foi em virtude da realizagdo do nosso estudo de mestrado, e entregamos a

cada um deles um texto intitulado Notas histéricas sobre as secc¢bes conicas

(MACENA; MENDES, 2005). Imediatamente ouvimos 0s primeiros murmurios:
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O que é isto professora? Um texto? A aula ndo é de matematica? Isso
vai ajudar em alguma coisa? Quando € que comec¢a a aula de
matematica? Agora pronto! E aula de histéria! Eu gosto € de nimeros,
de célculo! (Informacéo verbal®)

ApOs as criticas preocupadas dos alunos ao receberem o texto histérico
para ser lido e interpretado oralmente, fizemos um comentario sutil: Vocés tém
razdo, € aula de historia; histéria das secc¢des conicas.

Alguns alunos escolhidos fortuitamente fizeram a leitura. Outros teciam
seus comentarios e nés acrescentdvamos algumas observacdes sobre a
matematica babilbnica e egipcia: nomes; lugares; uso da régua e compasso;
entraves nas idas e vindas durante o processo de construcdo da Geometria
Analitica; perdas de documentos; jubilo e orgulho de Apolénio pela descoberta
dos dois ramos da hipérbole; maiores detalhes sobre o martirio de Hipatia,
descobertas dos séculos XVI e XVII; ensinamentos de Copérnico e teorias
planetarias de Ptolomeu; condenacdo da mae de Kepler; pessoas de menor
importancia atuando por tras dos cientistas em destaque; vida e morte de
Descartes e tantas outras observacfes a medida que as oportunidades iam
surgindo. Essas observacdes sofreram variacdes de acordo com a caracteristica
de cada turma, levamos em conta o interesse e a curiosidade especifica em cada
grupo de alunos.

Na leitura do texto surgiram expressdes de estranhamento, tais como:

Quantos nomes estranhos! [...] Vou colocar um destes homes em meu
filho. [...] A senhora fez uma volta muito grande para chegar nas secc¢des
cobnicas. E mesmo necessario tudo isso? [...] Eu ndo gosto disso. Eu
quero é calculo. [...] Pra que isso? J& estamos aprovados no vestibular e
ja temos uma nota para este bimestre. Eu quero € ficar em casa.
(Informacé&o verbal®)

® Comentarios dos alunos, conforme gravacao realizada durante a aula.
° Comentérios dos alunos, conforme gravacao realizada durante a aula.
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Notavel foi o esforco requerido para atrair a atencdo dos alunos para o
texto. Essa atencdo nos pareceu mais consideravel quando detalhes sobre a vida
das personagens eram relatados em detrimento das suas descobertas. Gostam
de saber que pessoas comuns, apenas de outra época, despertaram o interesse
por assuntos que hoje comp&em o seu curriculo escolar.

Sem registro, infelizmente ndo solicitamos, os estudantes analisaram a
definicdo de conicas de Apolénio em Boyer (1994, p. 107), os desenhos
impressos no final do texto historico (Figura 6), os expostos modelos de cones de
Menaecmo®® e modelos de cones seccionados disponiveis no laboratério de
matematica (Foto 3). Teceram comentarios sobre a contribuicdo de Apolbnio ao
mostrar que de um Unico cone circular (Figura 2) podem ser obtidas todas as

espécies de seccdes conicas.

HIPERBOLE
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Figuras 6: Seccles conicas (final do texto histérico)

1% Modelo de uma familia de curvas obtidas de uma mesma fonte, cortando o cone circular reto por
um plano perpendicular a um elemento do cone (BOYER, 1994, p. 69).
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Foto 3: Modelos de cones seccionados e modelos de cones de Menaecmo

Na aula seguinte responderiam, em duplas, um questionario com perguntas
abertas (Apéndice A) referente ao texto estudado, e deveriam trazer objetos,
figuras ou home pages onde se encontrasse algo que lembrasse as conicas ou
que se relacionasse com seus questionamentos.

O segundo encontro ocorreu uma semana depois e poucos atenderam a
solicitacao de trazer algo que lembrasse as conicas. Esta foi por eles considerada
sem importancia. Em duplas e consultando o texto, responderam, com alguma
dificuldade, ao questionario. Tais dificuldades foram centradas nas questdes
referentes a hipérbole. Ao final, orientamos que na aula seguinte, deveriam trazer
régua e compasso.

O objetivo dessa atividade foi conduzir o aprendiz a percepcédo de que o
conhecimento a ser adquirido por ele ndo surgiu de forma magica, ele é o
resultado de muitas idas e vindas, de superacédo de obstaculos. Como também,
situa-lo historicamente nas varias etapas e contextos em que se deu o surgimento
desse conhecimento.

No terceiro encontro, durante 200 minutos, apresentamos um guia das
atividades investigatorias (Apéndice B) em que constavam os elementos de uma
investigacdo e seus objetivos, bem como a idéia central de Descartes e Fermat
acerca da geometria analitica. Estavam ali também mencionados alguns
exemplos de aplicagbes das cOnicas. A investigacdo que se desenvolveu, em
parte, esteve baseada nas atividades de Brito (2003).

Atentos as explicagcdes acrescidas, todos iniciaram as atividades em

equipes, gerando assim uma confuséo construtiva em sala de aula. Concordamos
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com Fossa (2001) quando, esse respeito, descreve que em uma sala de aula
intuicionista
[...] vemos que o aluno é quem é a estrela. Trabalhando em pequenos
grupos com colegas, o0 aluno estd ativamente engajado no
desenvolvimento de alguma tarefa. Com tantos alunos conversando e

com muito mais movimento na sala de aula [...], parece que a aula virou
bagunca! Mas, é s6 na aparéncia. (FOSSA, 2001, p. 13).

Foto 4: Aparéncia de bagunca e alunos em pequenos grupos

ApOs a orientacdo dos trabalhos, foram feitas algumas perguntas com uma

certa frequéncia, em claro e bom som:

O que é que vamos fazer? Como vamos fazer isto? Como é que
comeca? Tem que passar pelos vértices dos quadradinhos? Como
marcar a mesma distancia? Estd parecendo uma circunferéncia.
(Informagéo verbal™)

Aguardamos até que, em suas equipes composta de quatro ou cinco
alunos, sentissem a necessidade de utilizar régua e compasso para que
executassem a tarefa: Tracar lugares geométricos™® em papel quadriculado. Em

poucos instantes todos calaram e ficaram absortos em suas atividades.

Foto 5: Tracando lugares geométricos

Apbés algum tempo ouvimos as primeiras falas. Em uma equipe
comentavam:
— Se a gente tivesse um corddo e dois pregos seria mais facil de realizar

esta atividade.

I Comentarios dos alunos, conforme gravacéo realizada durante a aula.

2 Lugar geométrico dos pontos que tém uma determinada propriedade € o conjunto que contém
todos esses pontos exclusivamente. (Dicionario de matematica — S. Paulo: Hemus Livraria
Editora Ltda., 1979Dicionario de matematica — HEMUS, 1979)
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Imediatamente procuramos solucionar o problema, pois ja imaginavamos
essa situacdo. Nesse momento entdo dissemos:

— Aqui estad 0 que vocés pedem e mais ainda, uma tabua com superficie
sistematicamente perfurada.

Logo, eles realizaram todo o restante da atividade na tAbua com superficie
perfurada. Um dos alunos lembrou-se do que vira em um livro quando estudava
para o vestibular. Como na folha de atividades estavam todas as orientacfes
necessarias, essa equipe se antecipou numa atividade em relacdo as outras

equipes.

Foto 6: Tracando uma elipse em quadro perfurado (1)

Quando todos ja haviam tracado a elipse no papel quadriculado, um aluno
foi convidado para que, usando um pedaco de corddo preso a dois pregos,
tracasse uma elipse no quadro maior, que dispomos no laboratério de
matematica, com a superficie sistematicamente perfurada. Essa forma de tracar
uma elipse é conhecida como “método do jardineiro” ja descrita por Antemius de

Trales no século VI.

Foto 7: Tragando uma elipse em quadro perfurado (2)

Cada equipe construiu uma definicdo para elipse. Essas definicbes foram

analisadas e, com a nossa mediagado, chegou-se a um consenso entre as equipes

de que expressdo matematica para a curva trabalhada € FP+ PF,=2a. De
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posse da definicdo e do tracado no quadro, foram destacados os elementos da
elipse e as relacdes entre esses elementos.

Outro aluno foi convidado a tracar varias elipses com o mesmo instrumento
variando apenas a distancia entre os focos. Foi nessa ocasido que se distinguiu 0
significado da excentricidade.

O seguinte exercicio foi proposto para ser resolvido pela turma:

Usando a definicdo construida de eIipse(ﬁwP_F2 = Za), determine a equagéo da

elipse cujos dados séo: F1(-1,0); F2(1, 0); eixo maior = 4

Alguns quiseram resolver sem usar a definicdo e sim utilizando os métodos
ja estudados para o vestibular. Insistimos que se deveria fazer uso da definicao.
Surgiram algumas dificuldades ao resolverem a equacdao irracional, mas ao fim
chegaram a forma canénica.

Juntamente com os alunos generalizamos essa equacdo encontrada e
escrevemos a equacao geral de uma elipse centrada no (0,0), tanto com seu eixo
maior na horizontal como com seu eixo maior na vertical.

A realizagdo do segundo item, uma tarefa similar, foi mais simples e os
alunos até se anteciparam. Tracaram uma parabola no papel quadriculado, e em
seguida, assistidos pela professora, tracaram uma pardbola no quadro com
superficie perfurada, usando um pedaco de corddo com uma extremidade presa a
um prego localizado no foco e a outra extremidade presa a um esquadro que
deslizava sobre uma régua (método utilizado por Kepler*® e por Isodoro de Mileto,

que viveu em 520).

13 Kepler desenhava parabolas usando uma mesa, um pedaco de cordel, e uma espécie de
esquadro em T (Colégio de Gaia: Grupo de Matematica).
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Foto 8: Tracando uma parabola em quadro perfurado

Cada equipe construiu uma definicdo para parabola. Tal definicdo foi

melhorada entre as equipes, chegando-se a expressdo matematica FP=Pd. De
posse da definicdo e do tracado no quadro, cada elemento da parabola e as
relaces entre esses elementos foram destacados.

Agora um exercicio, ndo mais especifico como o que foi proposto para a

elipse e sim generalizado:

Usando a definicdo construida para parabola (ﬁzﬁ) determine a equacao

geral de uma parabola com vértice na origem dos eixos ortogonais e concavidade

voltada para cima.

Alguns demoraram perceber o ponto Q(x, -d) que se desloca ao longo da
diretriz (y = -d) enquanto o ponto P(X, y) traca a pardbola. Tirando esse entrave,
tudo ficou mais facil. Ao final, foi entregue aos alunos uma apostila (Anexo A) com
todo assunto. Essa apostila foi elaborada por trés professoras™* da instituic&o.

Ficou acordado, também, que no encontro seguinte seria estudada a
hipérbole, a resolugdo de mais alguns exercicios e uma avaliagdo da
aprendizagem em duplas. Opuseram-se a proposta da avaliacdo, mas foram
persuadidos a arriscar e ver o aconteceria.

No quarto encontro, com o tempo minguado, a hipérbole foi vista apenas
de forma expositiva. Na maior parte da transmisséo o aluno ficou na posicao de
ouvinte. Ainda assim fizemos o tracado da hipérbole no quadro com superficie

perfurada para destacar cada um dos elementos que a compde juntamente com a

4 Kalina Ligia C. Farias, Marta M. Mauricio Macena e Rejane de Fatima O. Brito
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sua equacao. Uma aluna foi ao quadro e também tracou uma hipérbole usando
uma régua fixa a um dos focos e tendo um cordao preso a uma extremidade da
régua e a um prego fixo no outro foco. A diferenca entre 0 comprimento da régua

e o comprimento do barbante deve ser menor que a distancia focal.

Foto 9: Tracando uma hipérbole em quadro perfurado

Desconhecemos a origem dessa maneira de tracar a hipérbole, no entanto
podemos encontrar, com detalhes, em Paiva (1995) cada tracado das cobnicas
com cordao régua e pregos.

Nos momentos seguintes, foram resgatadas as atividades ja realizadas por
outros alunos. Num minguado espaco de tempo, alguns conceitos das secc¢des
cbnicas foram analisados pelos alunos nos tabuleiros de bilhar cénicos
construidos em 2001. Foram desafiados a determinar regra para jogar
adequadamente em cada tabuleiro.

A urgéncia ndo permitiu esperar pela elaboracdo de questdes, pelas suas
deducdes ou pelas escolhas de conjecturas validas. Destacamos os elementos de
cada tabuleiro de acordo com as secc¢des conicas estudadas, dissemos-lhes a
regra Unica de jogo para todos os tabuleiros e esperamos por poucas tentativas
de acertos (sem sucesso) por parte dos alunos. Sem demora, detalhamos como
deveriam proceder para que jogassem acertando o alvo. Curiosos, jogaram
apenas por 30 min para comprovar o que haviamos dito. Verificaram se suas
jogadas ocorriam de acordo com o esperado e passaram a explicar aos colegas
que ainda ndo haviam se inteirado da situacdo. Houve algumas falhas devido a

construcdo do material didatico. N&o foi facil desgruda-los dos tabuleiros.
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Regra Unica de jogo para todos os tabuleiros das secc¢des conicas: “Por

tabela, retirar a bola fixa no ponto determinado”.

No bilhar eliptico toda tabela compreende uma curva eliptica e seus focos
ficam bem marcados. Uma bola atirada na dire¢cdo de um dos focos, ou colocada
em um dos focos e atirada em qualquer direcdo, deveré atingir, por tabela, a outra
bola que se encontra no outro foco da elipse.

O bilhar hiperbdlico tem uma tabela com a forma de um ramo de hipérbole
com o foco marcado na parte superior por um pino, do outro ramo apenas fica
destacado o seu foco com uma marca na madeira. Uma bola atirada em direcao
ao foco (o pino) localizado em cima da borracha deverd atingir, por tabela, a bola
que se encontra no outro foco.

O bilhar parabdlico tem uma das tabelas formada por um arco de parabola
e tem uma marca no foco da parabola. Uma bola atirada na direcdo do eixo da

parabola devera atingir, por tabela, a bola que se encontra no seu foco.

Foto 10: Verificando a veracidade da regra para cada jogo.

Em seguida foram resolvidos dois exercicios de cada c6nica. A principal
pergunta nesse momento foi:

— Como nao confundir uma parabola com um ramo de hipérbole?

Foi a ocasido para falarmos da existéncia de outras curvas que nao sao
seccles coOnicas, mas que se assemelham a elas como: catenarias; sendides e

cossenoides (dentro de um certo intervalo).
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Dos exemplos que foram vistos no decorrer das aulas e até mesmo
constando na lista de exercicios, podemos citar: as érbitas de planetas e cometas
(destacando a excentricidade da Orbita da Terra em volta do Sol), os arcos
formados por jatos de agua, o feixe de luz de uma lanterna refletido em uma
parede, as antenas parabolicas e algumas constru¢cdes com arquiteturas conicas
ou semelhantes a elas (o Coliseu de Roma, as obras residenciais do arquiteto
Rodrigo Lefevre, o Maracand, a catedral e a ponte JK em Brasilia).

A avaliacdo da aprendizagem dos alunos, entretanto, distanciou-se da

metodologia da aula, considerando que,

[...] a prova é um instrumento de pouca precisdo que nao reflete
adequadamente o pensamento do aluno. [...] o professor tem que tentar
descobrir o pensamento do aluno através de um processo complexo de
hipo6teses e teses; isto é, o professor tem de manter um didlogo intensivo
com o aluno sobre a matéria em questéo e estar sempre atento as varias
divergéncias que possam aparecer. [...] deve ser um pesquisador [...]
dentro da sala de aula. E, de fato, necessario montar um projeto de
pesquisa para cada aluno na aula para tentar determinar seu
pensamento. [...] a avaliacdo ndo é algo que acontece depois do ato de
conhecer, mas é parte integral do processo de conhecer. [...] a avaliagdo
€ continua e diaria (FOSSA, 2001, p. 16 e 17, grifo nosso).

Segundo Hoffmann (2004), mesmo que a a¢do avaliativa seja prépria da
educacdo, isso ndo é uma tarefa simples e deve ser exercida em beneficio da
educacdo, ndo improvisada e nem arbitraria e sim, como diagnostico, com
acompanhamento e intervencao.

O momento avaliativo, para registro de notas, ocorreu ao final do processo.
Optamos pela avaliacdo em duplas para oportunizar tanto a expressao do
conhecimento construido individualmente como o conhecimento que poderia
desabrochar na interacdo com o colega (desenvolvimento potencial). Esse
momento  ocorreu nhum  ambiente de  consideravel descontracdo

(VASCONCELLOS, 2006). As questbes foram simples e desafiadoras (Apéndice



89

C). Entregamos-lhe um resumo do assunto estudado (Apéndice D) para consulta
durante os primeiros 10 minutos da avaliacao.
A seguinte sequéncia de quatro fotos mostram os alunos realizando uma

verificacdo da aprendizagem.

Foto 11: Uma verificacdo da aprendizagem

O quinto encontro (as trés turmas juntas no Auditorio 1) ndo transcorreu
como haviamos planejado, pois ndo foi possivel abrirmos um CD com as imagens
da aula, registrados no PowerPoint. Nao foi possivel vermos a expressao de cada
aluno ao se ver na tela em atividade. Restou-nos a aplicacdo do questionario
(Apéndice E) que recolheria o testemunho dos participantes das atividades

realizadas durante o processo.

Foto 12: Respondendo a um questionario no auditério

O estudo das seccdes conicas que foi feito com turmas de 32 séries do
ensino médio no CEFET/PB apontou alguns pontos favoraveis e outros
desfavoraveis.

Dentre os obstaculos podemos citar:

e Escassez de tempo.

e A maioria ja aprovada no vestibular.

e A falta de controle sobre as atividades por parte da pesquisadora.
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e Perda de importantes registros de ocorréncias durante as gravacoes e

fotografias.

Embora tenham ocorrido alguns imprevistos, € possivel concluirmos,
mesmo parcialmente, que a experiéncia serviu de norteador importantissimo para
percebermos a necessidade de um planejamento mais rigoroso, de um dominio
sobre cada ocorréncia, de uma previsdo dos imprevistos.

Outrossim, ficou plenamente evidente que as atividades investigatérias
envolvendo aspectos problematizadores extraidos da historia da mateméatica sao
fatores decisivos na formulacdo e concretizacdo de uma acdo docente

significativa no ensino de matematica.
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17. EXPERIENCIAS EM SALA DE AULA: PESQUISA CENTRAL

Atentando aos detalhes vivenciados no estudo-piloto para esta pesquisa ao
final do ano letivo de 2004, procuramos reestruturar as atividades investigatorias a
fim de executa-las na pesquisa central no ano letivo de 2005. Nessa nova etapa
foi-nos sugerido trabalhar com um grupo composto de ho minimo seis alunos e no
maximo dez alunos. Isto com a intencéo de favorecer a aplicacao, a observacao,
a analise e a concluséo do trabalho desenvolvido.

No dia 17 de janeiro de 2006, periodo no qual se dava continuidade ao 4°
bimestre do ano letivo de 2005, nos dirigimos as turmas de ensino médio, 3°A e
3°B do CEFET/PB, com o propoésito de convidar alunos voluntarios a comporem
uma equipe que contribuiria conosco na pesquisa para nossa dissertacdo de
mestrado. N&o especificamos o niumero de alunos necessarios, mas deixamos
claro que:

e 0s alunos voluntarios ndo seriam recompensados com notas ou nada

semelhante;

e as atividades propostas para a pesquisa seriam desenvolvidas no

periodo da tarde, oposto ao horério de estudo normal;

e 0s alunos voluntarios deveriam dispor seu tempo até o final da

experiéncia;

e 0 compromisso com a experiéncia seria indispensavel;

e a equipe de alunos voluntarios estaria reunida conosco dois dias por

semana durante duas horas (terca-feira e quinta-feira das 14h as 16h).

Foram dezoito alunos da turma A e quinze alunos da turma B que se
comprometeram a vir na terga-feira seguinte. Estes assinaram uma lista por eles

denominada de Ratinhos de Laboratorio.
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No dia 24 de janeiro de 2006 contamos com a presenca de treze alunos da
turma A e quatro alunos da turma B. Ja mais préximo do niumero sugerido para
compor a equipe em pesquisa. Nesse momento comunicamos que a equipe ainda
poderia ser menor e que os demais alunos que assinaram a lista estavam livres
do compromisso com a pesquisa, ndo precisavam vir mais. Naquele primeiro
encontro, os alunos presentes iriam tomar conhecimento do desenrolar das

atividades a serem realizadas.

Foto 13: Estudantes dispostos a contribuir com a pesquisa (1)

Explicamos aos estudantes que por nos encontrarmos inseridos numa crise
de paradigma na educacdo (BRANDAO, 2002), intencionavamos contribuir com a
busca de caminhos para mudancas e que, a partir daguele momento, em parceria
conosco, eles desempenhariam um importante e indispensavel papel nessa
busca. Também deixamos claro que a contribuicAo do nosso trabalho visa
sistematizar uma metodologia para o ensino e a aprendizagem das seccodes
cOnicas. Nessa sistematizacdo, a pesquisa fundamenta-se em trés pontos
pedagogicos importantes — investigacdo em sala de aula, aprendizagem com
significado e histdria da matemética — aplicado ao estudo das seccbes conicas.
Trés pontos que nos conduzem a pesquisa e a pratica, ligados também a
resolucao de problemas.

Levamos para sala de aula alguns livros que descrevem pesquisas
realizadas nas quais nos fundamentamos. Séo eles: Polya (1994), Pozo (1998),

Nigro (1999), Bicudo (1999, 2004), Gil Pérez (2001), Mendes (2002, 2005, 2006),
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Ponte et. al (2003) e Carvalho (2004). Deixamos que os livros mencionados
fossem folheados pelos alunos.

Mesmo que tenhamos sido cuidadosos em documentar as imagens e as
falas durante todo o desenvolvimento da pesquisa, percebemos que houve
algumas falhas, principalmente quando os alunos estavam atuando em equipes, a
maior parte do tempo. Contdvamos apenas com um gravador de voz e este era
deslocado de uma equipe para outra onde permanecia por um certo intervalo de
tempo. Quando percebiamos uma discussédo acirrada em alguma das equipes,
imediatamente procuravamos gravar, mas por vezes nao foi possivel. Ainda teve
o agravante de falarem todos de uma so vez, impedindo a distingdo das palavras,
e nossa fala distinguindo-se acima das outras quando intervindo nas diversas
ocasioes.

Todo grupo foi divido em trés equipes da seguinte maneira: da turma A,
seis alunos que estudaram um pouco as cOnicas para o vestibular e sete alunos
gue desconheciam o assunto, enquanto que a outra equipe foi formada por quatro
alunos da turma B (sugestdo deles, para que a comunicagcdo entre eles fosse
facilitada).

Equipe X: Anne Coralina, Berlandio, Fernanda, Gerlane, Maiara, Maxuel e

Renan.

Equipe Y: Alzira, Jofferson, Laio e Delfino.

Equipe Z: Anténio, Danton; Everaldo, Patricia, Wtevania e Thaise.

Por iniciativa propria, alguns desistiriam, mas naquela ocasido, fizemos

algumas solicitacdes a cada equipe.Vejamos o retorno dessas:

A. Escrever definicdes para problema:
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Equipe X: Um conjunto de proposi¢cdes que carecem de uma conclusao.
Situacdo que necessita de intervencao.
Equipe Y: E um questionamento investigativo para se chegar a uma
solucao.
Equipe Z: E uma pergunta cuja resposta ndo € visivel no primeiro
momento.
As definicdes foram comparadas entre as equipes e em seguidas também

comparamos com algumas definicbes dadas por teoricos da educacao:

[...] uma situacdo que um individuo ou um grupo quer ou precisa resolver
e para a qual ndo dispde de um caminho rapido e direto que o leve a
solucéo (LESTER apud POZO, 1998, p. 15).

Existe, porém, um acordo geral, entre aqueles que de fato abordam a
questdo, em caracterizar como problemas aquela situagbes que
apresentam dificuldades para as quais ndo ha solu¢des prontas (GIL-
PEREZ, 2001, p. 93).

Um problema é uma situagdo, quantitativa ou ndo, que pede uma
solugdo a qual os individuos implicados ndo conhecem meios ou
caminhos evidentes para obté-la (KRULIK e RUDNIK apud GIL-PEREZ,
2001, p. 93).

Um problema é aquele cuja solugdo, em vez de simplesmente conduzir a
um beco sem saida, abre horizontes inteiramente novos (IAN STEWART
apud PONTE, 2003, p. 16).

Algo que nos inquire, cuja resposta ndo sabemos mas temos inten¢éo de
investigar (BROLEZZI, 2003, p. 14).

Foram consideradas as semelhancas e diferencas nas definicbes dos
alunos em relacao as definicdes de tedricos da educacdo. Essas consideracdes
deixaram os alunos muito entusiasmados com os seus feitos, perceberam que a
idéia de problema estava subentendida por eles. A partir de entdo os alunos

voluntarios ja se consideravam os préprios investigadores cientificos.

B. Escrever definicdes para exercicio:
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Equipe X: Treinamento que necessita de conhecimento prévio, cujo
objetivo é fixar uma idéia.

Equipe Y: E o ato de resolver o problema, um treinamento técnico onde
o método j& foi elaborado faltando apenas a assimilacao
dessa técnica.

Equipe Z: Exercicio é uma aplicacdo pratica de uma teoria previamente

elaborada.

A necessidade de exercitar, praticar ou treinar estd implicita em suas

definicBes. Tais definicdes também foram comparadas entre as equipes.

C. Escrever a diferenca entre problema e exercicio:

Equipe X: Problema exige o desenvolvimento de métodos, enquanto no
exercicio € exigido apenas a aplicagdo de um método ja
estabelecido.

Equipe Y: Exercicio é o método de praticar o conhecimento enquanto o
problema é a tentativa de resolver o desconhecido, ou seja,
formular um método para resolvé-lo.

Equipe Z: Para a resolucdo do problema, é necessario desenvolver o
método de resolugcédo, enquanto no exercicio é utilizado um

método ja estabelecido.

Apébs comparar as diferencas escritas pelas equipes vimos duas diferencas

elaboradas por teoricos da educacao:

[...] um problema se diferencia de um exercicio na medida em que, neste
tltimo caso, dispomos e utilizamos mecanismos que nos levam, de
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forma imediata, a solucéo [...] a distingdo entre exercicios e problemas
como algo relacionado com o contexto da tarefa e com o aluno que a
enfrenta [...] (POZO, 1998, p. 16).

Um problema é uma questdo para a qual o aluno nao dispbe de um
método que permita a sua resolu¢cdo imediata, enquanto que um

exercicio € uma questdo que pode ser resolvida usando um método ja
conhecido. [...] (PONTE et. al., 2003, 22).

Para alunos, em qualquer fase, € motivo de satisfacdo o perceber que, sem
orientacdo prévia, encontram-se no caminho certo. Nesse momento ndo foi
diferente, orgulharam-se porque muitos vocébulos por eles usados sdo o0s
mesmos usados por tedricos da educacdo. Também foi nesse primeiro encontro
que procuramos esclarecer aos alunos o que vem a ser uma investigacao em sala
de aula para uma aprendizagem com significado. Para isso procuramos analisar

algumas citagcdes como:

Investigar € procurar conhecer o0 que ndo se sabe [...] temos em
portugués os termos ‘pesquisar’ e ‘inquirir. Em inglés [...] research,
investigate, inquiry, enquiry (PONTE, 2003, 13).

Numa investigacdo [...] Trata-se de situa¢cdes mais abertas — a questao
ndo esta bem definida no inicio, [...] quem investiga tem papel
fundamental na sua definicdo. [...] os pontos de partida [€] [...] os pontos
de chegada podem ser [...] diferentes (PONTE, 2003, 23).

Ausubel afirma: “O Mais importante fator isolado que influencia a
aprendizagem [com significado] € o que o aprendiz ja sabe. Determine
isto e ensine-o de acordo”. [...] Determinar o que o aluno ja sabe significa

identificar os elementos existentes no estoque de conhecimento do
aprendiz que sédo relevantes ao que esperamos ensinar (NOVAK, 1981,

p. 9).

Finalizando esse primeiro encontro, informamos que o trabalho que juntos
desenvolveriamos constaria das seguintes etapas: exploracdo e formulacdo de
questdes; organizacdo de dados; testes, reformulacao e justificacdo; exposicéo e
conclusao; avaliacdo (no decorrer da investigacao).

O segundo encontro foi dedicado a aula expositiva sobre ponto e reta, um

conhecimento necessario e indispensavel ao estudo das seccbes cbnicas, mas
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ainda ndo estudado por esse grupo de alunos, jA que no horario oposto eles
estavam iniciando o estudo da geometria analitica.

Até entdo, ainda ndo lhes tinhamos revelado o numero de alunos que
desejavamos para desenvolver a nossa pesquisa e, nesse dia, houve um
revezamento com relacdo a presenca, enquanto uns faltaram outros vieram pela

primeira vez. Sendo assim, continuamos com dezessete alunos.

Foto 14: Estudantes dispostos a contribuir com a pesquisa (2)

Com uma pontinha de tristeza, solicitamos que saissem do grupo aqueles
alunos que nao dispunham de tempo suficiente para permanecer conosco até o
término do estudo.

No terceiro encontro, ao perceber que contdvamos apenas com nove
aprendizes, nos assustamos. O nosso temor era de que outros mais viessem a
desistir, mas esses foram fiéis e perseveraram em colaborar com a investigacao
de forma marcante.

Agora, entre 0s nove estudantes, achavam-se ainda dois alunos que
haviam estudado as secc¢des cOnicas para o vestibular. Preferimos deixa-los
numa mesma equipe. As equipes continuaram sendo identificadas com as letras
X (Berlandio, Gerlane, Maiara), Y (Alzira, Laio e Delfino) e Z (Antdnio, Everaldo
Renan). Com excec¢do do Delfino os demais tinha estudado comigo, ja tinham
participado de alguma investigacdo ndo sistematizada durante o periodo que
foram meus alunos.

As fotografias a seguir nos mostram as equipes, jA em atividade nos

tabuleiros conicos.



98

Foto 15: Nove alunos procurando regras para o jogo

Para o terceiro encontro, confeccionamos mais trés tabuleiros conicos, dois
tabuleiros para cada cbnica. Era nossa intencéo fazé-los realizar as atividades em
grupos menores.

Nesse encontro, separados em equipes e cientes do conteudo a ser
estudado — as seccdes conicas —, 0s alunos deram inicio a execucdo das
atividades.

Os tabuleiros coénicos foram denominados de A (parabola) B (elipse) e C
(hipérbole). O aprendiz ndo dispunha do nome das curvas.

Posicionadas ao lado de um tipo de tabuleiro de bilhar com tabelas em
forma de secc¢éo conica (A, B ou C), cada equipe esteve livre para, usando o taco
e as bolas, jogar no tabuleiro de maneira autbnoma durante 10 minutos. Nesse
primeiro momento esperava-se agucar a curiosidade de cada um com relagcdo as
atividades a serem desenvolvidas. Podemos considerar que os aprendizes
estavam iniciando uma atividade heuristica'® ja que, esperavamos conduzi-los &
descoberta de caracteristicas préoprias das seccdes conicas.

Gravando durante esses dez minutos livres, entre um burburinho, foi
possivel identificar as seguintes fala que se relacionam com o conhecimento

estudado:

> heuristica [Do lat. cient. heuristica (< gr. heuristiké [ téchne], 'arte de encontrar', 'descobrir’).]
S.f.

1. Conjunto de regras e métodos que conduzem a descoberta, & invencdo e a resolucdo de
problemas.[Cf. heureca.]

2. Procedimento pedagdgico pelo qual se leva o aluno a descobrir por si mesmo a verdade que
Ihe querem inculcar.

3. Ciéncia auxiliar da Historia, que trata da pesquisa das fontes.

4. Inform. Metodologia, ou algoritmo, us. para resolver problemas por métodos que, embora ndo
rigorosos, ger. refletem o conhecimento humano e permitem obter uma solugéo satisfatoria.
(Dicionario Aurélio Eletrénico Século XXI, versédo 3.0, novembro de 1999).
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(Berlandio) Eu sou tdo bom que bato aqui e a bola saiu.

(Delfino) Olhe o que estdo fazendo ali. O neg6cio passa assim, parece
um macaco na area. [...] Ah! Ali € uma parabola.

(Everaldo) Oh! Ainda bem. (era um ramo hipérbole)

(Alzira) Eita! Aquele negécio que a gente viu & no Espaco Cultural*®
lembra? Que toda vez que batia a bola tinha que bater. Foi interessante
aquele negocio. Foi massa. Tu lembras Gerlane?

(Gerlane) Lembro.

(Delfino) Se vocé prestar atencdo, se essa bola estiver aqui e eu jogar
essa daqui pra qualquer lugar vai bater na outra. Logo, preste atencéo,
se os focos estdo marcados e a gente analisar bem, essa distancia daqui
vai ser igual a essa distancia batendo em qualquer lugar da elipse indo
em direcdo aos seus focos. ... Ah! Tem que saber jogar! (Informacédo
verbal’)

Em equipes, eles socializavam seus conhecimentos prévios.

Decorrido os dez minutos, as equipes receberam o guia de atividades
namero 1 (Apéndice F). Cinco minutos foram dados para lerem as instrucdes e se
organizarem para o inicio das atividades.

Revezando as equipes, aproximadamente, jogaram por vinte e cinco
minutos em cada tipo de tabuleiro (A, B ou C). Nao foi facil o controle desse
tempo, pois enquanto ndo concluiam as suas consideragdes resistiam a mudanca
do tipo de tabuleiro. Informamos que seriam imprescindiveis 0s registros no guia
de atividades, pois isso contribuiria para o diagnostico da aprendizagem durante o
processo. Nossa intencéo era suscitar, de uma atividade ludica, questionamentos
gue dariam suporte aos esperados conceitos sobre as secc¢des conicas.

Em suas equipes, eles se depararam com o desafio de retirar a bola do
foco por tabela, de fazer anotacbes do que estaria ocorrendo no decorrer das
jogadas, de formular hipoteses, de testar hipéteses e ainda de construir uma regra
de jogo para cada tipo de tabuleiro (A, B ou C). Agitados, mas absortos em suas

atividades, em cada equipe surgiu um lider que delegava entre eles as tarefas

' No Espaco Cultural do Estado da Paraiba tem um modelo de parabola construido de forma
recisa.
" Comentérios dos alunos, conforme gravacao realizada durante a aula.
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indicadas. Foi inevitavel um pouco de algazarra a cada vez que, de uma certa
maneira, jogavam e acertavam o alvo.

Foi entregue um guia de atividades para cada aluno dos quais seriam
devolvidos apenas um por equipe. No decorrer das atividades percebemos que
faziam anotacdes apenas dos resultados tidos como de sucesso, mas no guia de
atividades havia espaco para registrar 0s acertos e 0s erros. Insistimos para que
anotassem, com detalhes, todo o ocorrido. Quase conseguimos, mas alguns
fugiram da escrita e codificaram o registro dos resultados obtidos, em parte uma
boa pratica. Mas como o conceito de aprendizagem®® esta ligado & mudanca de
comportamento, aguardamos na expectativa de que, nas conclusdes, sentissem a
falta por ndo terem feito cada anotacéo da forma solicitada.

A atividade para cada tabuleiro (A, B ou C) tem o mesmo enunciado: Por
tabela, retirar a bola fixa no ponto determinado. Mesmo identificando a nossa voz
sem moderacao, relataremos aqui parte do que foi pronunciado pelos estudantes.

Registros foram feitos para cada tabuleiro, por cada uma das equipes,

dentro dos seguintes critérios: estratégias possiveis, questdes, jogadas e regras.

Estratégias possiveis para o tabuleiro A:

Equipe X: Esse foi o primeiro tabuleiro analisado pela equipe. Eles apenas

registraram um desenho™.

% a.prendiza.gem sf (aprendiz+agem).

1 Acdo de aprender qualquer oficio, arte ou ciéncia. 2 O tempo gasto para aprender uma arte ou
oficio. 3 Psicol Denominacdo geral dada a mudancas permanentes de comportamento como
resultado de treino ou experiéncia anterior; processo pelo qual se adquirem essas mudancas.
http://www?2.uol.com.br/michaelis/ (13/9/2005)

¥ Nessa etapa da investigacdo, pesquisa central, faremos uma reproducdo de cada desenho
esbogado pelos alunos.
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Figura 7: Possiveis estratégias da equipe X para o tabuleiro A

Equipe Y: Este foi 0 segundo tabuleiro analisado pela equipe e eles dizem:
"Colocando uma bola no foco e a outra com a distancia duas vezes maior do que
a distancia do foco para o vértice, sempre que deslocada atingira a bola que esta
no foco e vice-versa”.

Equipe Z: No terceiro tabuleiro analisado pela equipe eles dizem: “Bola ser

lancada paralelamente ao eixo do foco (lateral maior da mesa)”.

Questdes referentes ao tabuleiro A:

Equipe X: “Por que ao bater a bola faz um angulo de 90° na sua trajetoria?”
Equipe Y: “Por o tabuleiro ndo ter sido feito com material adequado,
interfere um pouco no resultado”.

Equipe Z: N&o apresentou questdes referentes ao tabuleiro A.

Enguanto realizavam as jogadas no tabuleiro A, preencheram um quadro

da seguinte forma (nem todas as jogadas foram registradas):
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Quem Trajetéria da Justificativa do resultado (tentativa ou ja testando as
. Resultado .
jogou? bola tentativas acertadas)
1 i (X)A _
Berlandio 3B ( )E
2 i (X)A e . .
Gerlane 2-B ( )E Ela sente dificuldade pois a bola é grande.
3 i (X)A _
Berlandio 1B ( )E
4 2-C ( )A Do meio do tabuleiro € mais dificil de acertar
Gerlane (X)E '
.5 2-F ( )A Ao bater a bola, ela percorre toda a parabola
Maiara (X)E ' '
6 1-A ( YA Devido a borracha (espessura ser fina), a bola grande
Gerlane (X)E sai da trajetoria.
7 ) (X)A _
Maiara 2B ( )E

Quadro 3: Registro das jogadas da Equipe X com o tabuleiro A

Quem

Justificativa do resultado (tentativa ou

jogou? Trajetoria da bola Resultado ja testando as tentativas acertadas)
1 Bateu na parede da parabola (X)A S6 acerta a bola que esta no foco se
Delfino acertando a bola que estava ( )E formar um angulo de 90° com um ponto da
no foco. parabola.
5 Jogando a bola paralela ao (X)A
Alzira eixo das coordenadas sempre ( )E -
atinge o foco.
3 Jogando sobre o eixo das (X)A
. coordenadas sempre acertara -
Alzira ( )E

o foco.

Quadro 4: Registro das jogadas da Equipe Y com o tabuleiro A

Quem Justificativa do resultado (tentativa
. Trajetéria da bola Resultado ou jatestando as tentativas
jogou?
acertadas)
A bola parte em direcéo paralela a
1 lateral maior da mesa e é rebatida| (X)A _
Everaldo em direcdo, aparentemente, ( )E
perpendicular a inicial.
A bola parte em dire¢do ao centro
da curvatura.
2 ( )A _
Renan (X)E
/A?foco
X
3 A bola parte em direcdo a um ( YA _
Rean “pino imaginéario” ( )E
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pino
N imaginario
[}
®

— = foco

Quadro 5: Registro das jogadas da Equipe Z com o tabuleiro A

Até o momento dessas atividades tivemos o cuidado de ndo mencionar
nenhum elemento ou nome das curvas, mas percebemos, com a linguagem
matematica utilizada pelos alunos, que eles ja detinham alguns conhecimentos
prévios sobre as secc¢des conicas. A equipe Z menciona um pino imaginario para
a curva do tabuleiro conico A (parabola) porque o tabuleiro cénico C (hipérbole)
foi o primeiro investigado por essa equipe e nesse encontrdvamos um pino hum
dos focos.

Os registros da regra de jogo determinada para cada tabuleiro, foram feitos
no guia de atividades e s6 depois, na aula seguinte, numa folha de papel
(tamanho oficio duplo) para expor a todos no momento da discussao por todo o
grupo. As regras que aqui apresentamos foram escritas nas folhas com letras

bem visiveis.

Os registros da regra de jogo para o tabuleiro A:

Equipe X: “Para acertar o ponto A, deveremos jogar no ponto B ou C,

partindo de qualquer ponto paralelo a esses dois ultimos”.
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Figura 8: Regras de jogo da equipe X para o tabuleiro A

Equipe Y: “Colocando uma bola no foco e a outra com a distancia duas
vezes maior do que a distancia do foco para o vértice, sempre que deslocada
atingird a bola que esta no foco e vicie-versa”.

“Jogando a bola paralela ao eixo das coordenadas passara sempre pelo

foco”.

Figura 9: Regras de jogo da equipe Y para o tabuleiro A

Equipe Z: “A bola devera partir em direcdo ao “pino imaginario” para que

seja rebatida sobre a outra bola”.
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Figura 10: Regras de jogo da equipe Z para o tabuleiro A (1)

“Também é possivel arremessa-la em direcdo paralela a lateral maior”.

Figura 11: Regras de jogo da equipe Z para o tabuleiro A (1)

Ao final, cada uma dessas anotacdes foi discutida junto com todas as

equipes para depois se chegar ao consenso de uma regra valida para todo o

grupo.

Estratéqgias possiveis para o tabuleiro B:

Equipe X: Esse foi o terceiro tabuleiro analisado pela equipe. Eles apenas

registraram o desenho a sequir.
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Figura 12: Possiveis estratégias da equipe X para o tabuleiro B

Equipe Y: Esse foi o primeiro tabuleiro analisado pela equipe e eles dizem:
“Colocando-se uma bola em um dos focos da elipse e deslocando em qualquer
direcéao atinge o outro foco”.

“Com o langamento de uma bola em qualquer lugar da elipse, estando
apenas uma bola no foco ndo atingira a bola que esta no foco” (Alzira nédo
concorda com essa definigéo).

Equipe Z: Esse foi 0 segundo tabuleiro analisado pela equipe e eles dizem:
“Posicionar ambas as bolas nos focos e lancar uma delas em uma direcéo
qualquer”.

“Lancar uma das bolas em uma trajetéria que passe pelo foco”.

Questdes referentes ao tabuleiro B:

Equipe X: “A e B séo pontos provaveis ao acerto, pois estao paralelas ao

foco da elipse”.
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PS: “Gerlane reclama de imperfeicbes na elipse, o que compromete a
comprovacéao da sua teoria”.

Equipe Y: (reclamacéo) “A parede da elipse deveria ser aspera e as bolas
de borracha para contribuir com o destino da bola”.

Equipe Z: (sugestdo) “Um melhor polimento da superficie de trajetdria,

produziria melhores resultados”.

Enguanto realizavam as jogadas no tabuleiro B, preencheram um quadro

da seguinte forma (nem todas as jogadas foram registradas):

Quem C Justificativa do resultado (tentativa ou
: Trajetéria da bola Resultado| ™ ;
jogou? jd testando as tentativas acertadas)
1 Jogando de um ponto paraleloao| (X)A .
Maiara ponto B. ( )E Bate no ponto B e vai para o foco.
2 : (X)A .
a1 Jogando do eixo do foco. Na maioria das vezes o acerto acontece..
Berlandio ( )E
4 . ( YA Quando a bola passa pelo foco ela bate
Gerlane Qualquer ponto da elipse. ( )E no outro foco.

Quadro 6: Registro das jogadas da Equipe X com o tabuleiro B

A equipe Y nao fez registro das jogadas no tabuleiro B

Quem Justificativa do resultado (tentativa
: Trajetéria da bola Resultado ou jatestando as tentativas
jogou?
acertadas)
Com as bolas nos focos, uma
1 . A (X)A
. delas é arremessada em dire¢édo -
Antonio ( )E
qualquer.
Lanca-se a bola em uma direcéo
2 ( )A
qualquer. Dessa vez a bola -
Renan (X)E
langada estava fora do foco.
O foco, a bola a ser arremessada
3 e o taco estdo na mesma reta. A (X)A _
Everaldo | bola, ao ser lancada passa pelo ( )E
foco.

Quadro 7: Registro das jogadas da Equipe Z com o tabuleiro B
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E perceptivel a dificuldade que os alunos tém de se expressarem pela

escrita.

Os registros da regra de jogo para o tabuleiro B:

Equipe X: “Jogando de um dos focos (ou de qualquer lugar que passe por
ele), a bola passara pelo outro foco”.
Equipe Y: “Colocando uma bola em um doa focos da elipse e deslocando

em qualquer direcéo atinge o outro foco.

Figura 13: Regras de jogo da equipe Y para o tabuleiro B

Equipe Z: “Se ambas as bolas estiverem posicionadas nos focos,
independente da dire¢cdo que uma das bolas seja lancada, ela incidira sobre o

outro foco”.

Figura 14: Regras de jogo da equipe Z para o tabuleiro B (1)
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“Caso a bola que sera arremessada, esteja posicionada fora foco, devemos

lanca-la em uma trajetoria que passe pelo foco que contém a bola a ser atingida”.

Figura 15: Regras de jogo da equipe Z para o tabuleiro B (2)

Criticamente, cada uma das equipes atribuiu falhas aos modelos didéaticos
utilizados. Falhas relativas ao material empregado na construcdo do modelo
(bolas nao totalmente esféricas, borracha inadequada, tabelas pouco espessa)
e/ou falhas relativas a propria construcdo do modelo (principalmente referente ao

corte da borracha).

Estratéqgias possiveis para o tabuleiro C:

Equipe X: Esse foi 0 segundo tabuleiro analisado pela equipe e, como nos

outros tabuleiros, o grupo também esboca um desenho:
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Figura 16: Possiveis estratégias da equipe X para o tabuleiro C

Equipe Y: Esse foi o terceiro tabuleiro analisado pela equipe e eles dizem:
“A bola s6 vai atingir o foco quando lancada sobre a mesma reta formada entre o
foco e o eixo0”.

Equipe Z: Esse foi o primeiro tabuleiro analisado pela equipe e eles dizem:
“Se a bola parte de um ponto no mesmo eixo da bola fixa, em direcdo ao centro
da curva, ela é rebatida sobre sua trajetoria inicial”.

“Arremessar a bola, partindo de um ponto qualquer, em direcdo ao centro
da curva”.

“Arremessando a bola, fazendo com que seja descrita uma trajetoria

perpendicular a reta que passa pelo foco e pelo meio da curva”.

Questdes referentes ao tabuleiro C:

Equipe X: “Por que o foco tem quer ser o ponto determinado?”
“Por que no intervalo de A;-A, e E;-E, a bola bate na hipérbole e forma um
angulo de 907"

“Por que a bola ao bater no centro, ndo bate no foco?”
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Equipe Y: “As mesmas dos outros tabuleiros”.

Equipe Z: “O fato de o material ser emborrachado (elastico), nao ira influir

na trajetéria das bolas lancadas?”

Enguanto realizavam as jogadas no tabuleiro C, preencheram um quadro

da seguinte forma (nem todas as jogadas foram registradas):

Quem

Justificativa do resultado (tentativa

oa0u? Trajetéria da bola Resultado ou jatestando as tentativas
jogou: acertadas)
1 . 1-A (A Pois bate no pino, saindo da borracha
Berlandio (X)E ! '
2 ) (X)A .
Gerlane 3-(C,D) ( )E Pois a bola bate e acerta o foco.
3 3-C ( )A | Ao bater no centro a bola passa longe
Gerlane (X)E do foco.
¢ | sogmoroenosoproo | ( )a | fRelcamene meossue g o
Maiara centro) (X)E que Jog '

paralelamente ao pino.

Quadro 8: Registro das jogadas da Equipe X com o tabuleiro C

Justificativa do resultado (tentativa

_(guglrjn’) Trajetoria da bola Resultado ou jatestando as tentativas
Jogou acertadas)
1 Jogando a bola antes do foco ( A
Delfino atingira a hlperft(J)oCI; nao acertara o (X)E -
> Arremessando a bola de qualquer (X)A
Laio lugar em direcdo ao pino acertara ( )E -

o foco.

Quadro 9: Registro das jogadas da Equipe Y com o tabuleiro C

Quem

Justificativa do resultado (tentativa

atingiu a bola.

. Trajetéria da bola Resultado ou jatestando as tentativas
jogou?
acertadas)

1 Aparentemente voltou pela ( YA _

Everaldo mesma trajetoria. (X)E
Saiu de uma posicdo a esquerda

2 da bola fixa, atingiu o material a (X)A _

Everaldo | alguns centimetros do centro e ( )E
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A bola partiu de uma posicao a
frente da bola fixa. Atinge o

arremessada.

3 : (X)A

material exatamente no centro e
Renan L ( )E

volta pela mesma trajetéria,
atingindo a bola fixa

Se a bola partir de uma posicéo
4 em que a trajetéria seja ( A
Renan |perpendicular a reta que passana| (X)E

bola e no pino.
A bola partiu de um ponto que

5 pertencia a mesma reta que ligao | (X)A
Antdnio pino e a bola que foi ( )E

Quadro 10: Registro das jogadas da Equipe Z com o tabuleiro C

Em cada etapa dessa atividade, estivemos apenas observando, atuando no

controle do tempo e aguardando o momento de nossa mediacdo. Solicitaram

nossa ajuda, mas percebendo que nao a teriam, concluiram entre seus pares.

Os registros da regra de jogo para o tabuleiro C:

Equipe X: “Conseguiremos acertar o ponto A se jogarmos de uma posi¢ao

de onde seja possivel tracar uma reta que passe pelo ponto P”.

Figura 17: Regras de jogo da equipe X para o tabuleiro C

Equipe Y: “Jogando a bola em direcdo ao foco atingira a parede da

hipérbole a bola passara pelo foco”.
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Figura 18: Regras de jogo da equipe Y para o tabuleiro C

Equipe Z: “A bola deve ser langada numa trajetdria que coincida com a reta

que passa pela bola e pelo pino, ou seja, em dire¢cédo ao pino”.

Figura 19: Regras de jogo da equipe Z para o tabuleiro C

SO na aula seguinte pudemos concluir a atividades dos tabuleiros cénicos.
Cada equipe escreveu sua regra em papel tamanho duplo oficio e essas
anotacdes foram expostas. Assim, todos tiveram a oportunidade de conhecer a
producdo dos seus companheiros. Visualizando tais anotagdes eles defenderam
as suas idéias, exigiram a explicacdo de algumas idéias de outras equipes e
concordaram com outras idéias. Ficamos apenas a observar, pois chegaria o
momento no qual poderiamos intervir conduzindo-os, no que fosse necessario, a

uma mudanca conceitual.
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Foto 16: Exposicao e discussao das regras construidas

Na discusséo fizeram uma analise das regras de jogo construidas por cada
equipe, viram as semelhancas de termos de equipe para equipe e, em consenso,
eles determinaram qual seria a regra valida para cada tipo de tabuleiro.

Por sugestéo do Everaldo, no que todos concordaram, voltaram a cada um
dos tabuleiros cénicos e verificaram se as regras estabelecidas pelo grupo eram
realmente validas. Essas regras, de comum acordo por todas as equipes, ficaram
expostas durante toda a investigacdo e a elas eles recorriam sempre que
necessario.

Procuramos reproduzir o feito dos alunos no quadro a seguir

TABULEIRO A (parabola)
Jogando a bola paralelamente & lateral maior
do tabuleiro, ela passara pelo foco.
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TABULEIRO B (elipse)
Se ambas as bolas estiverem posicionada nos
focos, independentemente da direcdo em que
uma das bolas seja lancada, ela incidira sobre
o outro foco.

Caso a bola que sera arremessada, esteja
posicionada fora do foco, devemos lanca-la em
uma trajetdria que passe pelo foco oposto ao
foco que contém a bola a ser atingida.

TABULEIRO C (hipérbole)
A bola deve ser langada numa trajetdria que
coincida com a reta que passa pela bola e pelo
pino, ou seja, em dire¢éo ao pino.

Quadro 11: Regra geral estabelecida pelas equipes

O controle do tempo para essas atividades foge do nosso dominio e o

cronograma previsto para o cumprimento de cada tarefa, sempre € extrapolado.

Dois dias foram necessarios para a conclusdo dessa primeira atividade.

Na atividade seguinte cada aluno em sua equipe recebeu o guia numero 2

(Apéndice G) que foi embasadas nos escritos de Brito (2003).

Seguindo as instru¢cdes desse guia de atividades, como no estudo-piloto,

os alunos teriam a incumbéncia de discutir entre si a melhor maneira de esbogar o

lugar geométrico solicitado, de registrar as questbes e hipdteses que fossem

surgindo nessa discussdo e de tracar lugares geométricos conicos num papel
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quadriculado. Revendo os caminhos usados nesse tracado, deveriam também
nomear e idear uma definicdo para cada um desses lugares. Esperamos até que,
sem orientacdo nesse sentido, eles sentissem a necessidade de usar a régua € 0

compasso solicitados na aula anterior.

Foto 17: Lugares geométricos em papel quadriculado

As primeiras instru¢cdes foram para esbocar o lugar geométrico que
representa uma elipse.

Apenas a equipe X registrou no guia de atividades a estratégia para tracar
esse primeiro lugar geométrico: “Para encontrar cada ponto = Utilizando o
compasso para medir a distancia desejada, para que a soma seja constante. Ao
encontrar um ponto, usando a simetria encontramos mais quatro pontos”.

Mesmo que os alunos ja estivessem cientes (pela atividade numero 1) de
quais seriam as curvas que estariam investigando, a medida que os pontos iam
surgindo com os tragados, ndo divisavam a conica de imediato. Por vezes esse
lugar geométrico foi tracado numa ondulacdo muito distante da curva desejada.
Alguns chegaram a surpreender-se com o surgimento da elipse, da parabola ou

da hipérbole.

Foto 18: Lugares geométricos em papel quadriculado (2)

Escrita em papel tamanho oficio duplo, as definicbes construidas pelas

equipes para elipse, parabola e hipérbole foram as seguintes:
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Equipe X (elipse): “Elipse é um lugar geométrico cujos pontos estdo
dispostos levando-se em consideracdo a soma das distancias desses pontos aos
dois focos (ela deve ser igual)”.

Equipe X (parabola): “Lugar geométrico dos pontos que estdo dispostos
com a mesma medida tanto em relacéo ao foco como em relagéo a uma reta (que
nao passa pelo ponto)”.

Equipe X (hipérbole): “Lugar geométrico em que a diferenca das distancias
em modulo, de um ponto aos focos, permanece constante”.

Equipe Y (elipse): “A distancia entre um foco e a parede as elipse mais a
distancia entre o mesmo ponto da parede da elipse ao outro foco vai ser igual a
distancia entre extremidade maior da elipse”.

Equipe Y (parabola): “A distancia do foco para a parede® da parabola é
igual a distancia da parede da parabola para a reta”.

Equipe Y (hipérbole): “E uma figura geométrica cuja diferenca entre as
distancias de um ponto da curva aos focos € sempre igual a diferenca das
distancias de qualquer outro ponto da curva aos focos”.

Equipe Z (elipse): “Elipse é o segmento tracado unido-se todos os pontos
formados na interseccdo de duas retas, que partem cada uma, de pontos
diferentes, e cujas somas das distancias entre o ponto de interseccédo e o de
origem, dos dois segmentos de retas sao iguais”.

Equipe Z (pardbola): “E lugar geométrico estabelecido pela unido dos
pontos compreendidos a uma mesma distancia de uma reta inicial e um ponto

predeterminado”.

%% Esta nomenclatura foi usada devido ao jogo nos tabuleiros conicos cujas tabelas também
receberam o nome de paredes.
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Equipe Z (hipérbole): “Hipérbole é o espaco geométrico constituido por
pontos, tais que a diferenca entre as medidas dos segmentos delimitados por
esses pontos e outros pontos distintos seja sempre constante”.

Depois de analisada por todo grupo a definicdo construida por cada equipe,
alteracdes foram feitas até chegarmos as definicbes desejadas. Tivemos a
oportunidade de comparar com defini¢cdes dispostas em livros didaticos.

Como no estudo-piloto, tracamos as cobnicas no quadro perfurado e
novamente nos foi oportuno evidenciarmos cada elemento de cada curva bem
como a excentricidade da elipse.

O método do jardineiro jA € bem conhecido pelos alunos pois logo se

apressam em traca-lo.

Foto 19: Lugares geométricos no quadro perfurado

Através de exercicios os alunos deduziram a formula candnica (centrada
no ponto (0, 0) e com seus eixos paralelos os eixos ortogonais) de cada curva,

depois generalizaram para curvas nao centradas no ponto (0, 0).

Foto 20: Juntos deduzindo formulas

A equacéo desenvolvida por Descartes para curvas de segundo grau foi
verificada e alguns exercicios de fixacdo foram feitos em sala de aula.

Com uma camera digital os alunos investigadores sairam pelo CEFET/PB
registrando o que estivesse relacionado com as conicas. Eis algumas das fotos

feitas.



119

Foto 21: Alunos fotografando cénicas

Mesmo que esses alunos nao estivessem presos a necessidade de notas,
foi indispensavel uma avaliacdo escrita. E esta foi feita em duas etapas
(Apéndices H e 1). Os resultados das mesmas foram satisfatorios. Dos nove
alunos investigadores, apenas um nao acompanhou o desenvolvimento desejado
e esse esteve presente e atuante em todas as aulas. Surpreendente foi quando
os alunos resolverem 0s exercicios propostos na segunda avaliacdo, na qual as
cOnicas se apresentavam com seus eixos ndo paralelos aos eixos coordenados.

Um dos alunos obteve 100% de acerto.

Foto 21: Avaliacao escrita em dois momentos

Depois de aplicarmos essa metodologia para o ensino e para a
aprendizagem das seccfes conicas — a elipse, a hipérbole e a parabola — com
significado, investigando um conteudo préprio para alunos da terceira série do
ensino meédio, evidenciaremos os resultados que foram obtidos durante todo o
processo.

O pressuposto de que aluno da 32 série do ensino médio ja dispde de uma
boa porcdo de elementos no seu estoque de conhecimento nos favoreceu a
idealizacdo de atividades que provocassem o uso desses conhecimentos prévios.
Tais atividades objetivaram determinar o que o aluno sabe a respeito do contetudo

a ser estudado.
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O que foi expresso inicialmente pelos alunos, deixou claro que eles fazem
a distincao entre exercicio e problema. A utilidade de tal conhecimento esté ligada
as atividades de investigacédo desenvolvidas durante todo o processo.

Dentre os nove alunos investigadores, um e/ou outro, ja tinham um pouco
de conhecimento de termos matematicos referente as conicas, de uma ou de
outra propriedade conica e de suas equacdes canonicas.

Estes conhecimentos se tornaram evidentes quando o Delfino e o Everaldo
pensaram que o modelo do ramo de uma hipérbole no tabuleiro conico fosse uma
pardbola, quando Alzira lembrou do modelo de parabola exposto no Espaco
Cultural em Jo&o Pessoa — PB, quando o grupo construiu regras do jogo usando a
palavra foco se no guia de atividades usava-se apenas a palavra ponto.

Foram cuidadosos no uso do vocabulario. Paralelo, posicionar, direcao,
incidir, arremessar, trajetoria, focos, coincidir, foram palavras utilizadas
adequadamente no contexto considerado.

A atividade investigativa desenvolvida com os tabuleiros cbnicos levou o
aprendiz a despertar a curiosidade e a instaurar conflitos cognitivos que
potencializaram a busca de conhecimentos. Instigou o estudante a desenvolver
suas habilidades investigatérias, seu espirito colaborativo e também a habilidade
para levantar hipoteses e buscar conclusoées.

E admiravel a forma como eles se desdobram no sentido de socializar o
conhecimento que j& comecam a tomar posse. Entre eles desenvolve-se uma
autonomia e uma confianc¢a tal que chegam a preterir a intervencao do professor
em prol das explicagdes dada por seus pares.

Foi nos tabuleiros conicos que comecaram a perceber as caracteristicas de

cada curva em particular. Nesse momento limitamo-nos apenas a observar que
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eles chegavam a conclusfes repetindo as jogadas mais provaveis. Quando as
discussbes foram levadas ao grupo maior, eles argumentaram as suas
conclusdes e foram coerentes quanto a composi¢cdo de cada regra para toda a
turma. Numa folha de papel oficio duplo, usaram desenhos para melhor expressar
essas regras. Podemos considerar que as regras foram bem construidas.

Quanto ao tempo, o qual deveria ser duas horas por aula, sempre
ultrapassavamos. Mas, a ansia de conhecer os resultados fazia-os permanecer

um pouco mais na sala de aula.
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18. CONSIDERACOES FINAIS

Como ja mencionamos ao longo deste estudo, a investigacdo em sala de
aula se constituiu na alternativa que escolhemos para investigar a possibilidade
de criacdo de um ambiente de aprendizagem significativa a ser estabelecido para
0 ensino-aprendizagem das cdnicas, tendo em vista apostar nas suas vantagens
didaticas.

Nesse sentido, nosso estudo apontou a necessidade de buscar respostas a
algumas questdes do tipo: o que caracteriza uma investigacdo em sala de aula e
de que modo essa pratica pode conduzir o estudante a uma aprendizagem
significativa? E possivel implementar tal experiéncia com a investigacdo em sala
de aula no ensino médio? De que modo o desenvolvimento historico-
epistemoldgico das seccdes coOnicas pode se inserir nesse processo de
investigacdo em sala de aula e trazer beneficios ao ensino desse topico
matematico? Que fatos historicos podem ser retomados para o desenvolvimento
de atividades de carater investigativo no ensino e na aprendizagem desse
conteudo? Como explorar os conceitos e regras das secc¢des conicas, de forma
significativa para o ensino médio, huma atividade de investigacdo em sala de
aula?

Para responder as questbes norteadoras da pesquisa, que geraram 0S
objetivos propostos nos apoiamos na perspectiva de uso da investigacdo em sala
de aula como estratégia de constru¢cdo do conhecimento e, simultaneamente,
como método de pesquisa para avaliagdo do processo de implementagcdo dessa
alternativa de ensino-aprendizagem. Apoiamo-nos para tanto na investigacao

histérica, defendida por Mendes (2006b), como um elemento que aliado a
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investigacdo em sala de aula poderia dar uma forte conotacao epistemoldgica ao
conhecimento construido pelos alunos durante a investigacdo. Nesse sentido
investigamos a histéria das conicas e produzimos um texto didatico sobre seu
desenvolvimento histérico, 0 que se constituiu em um dos eixos norteadores do
nosso trabalho docente durante a pesquisa em sala de aula.

Para alcancarmos tal objetivo relacionamos as concepcdes acerca da
aprendizagem significativa as caracteristicas propostas por Ponte et al (2003)
para o uso da investigacdo em sala de aula. Aliando a essas idéias, conectamos
0s aspectos historicos relacionados ao desenvolvimento das secc¢des conicas de
modo a produzir uma aprendizagem com significado na sala de aula. Tais
relacbes foram alcancadas a medida que elaboramos e testamos alguns
instrumentos proprios para uma investigacdo em sala de aula sobre as seccfes
cOnicas que despertaram a curiosidade e o interesse dos estudantes e que
certamente poderédo ser utilizados posteriormente por professores de toda a rede
de ensino médio.

ApoOs realizar um estudo historico-epistemolégico sobre o tema,
vivenciamos algumas experiéncias docentes com a investigacdo em sala de aula,
apoiadas pela histéria da matematica. Acreditamos que as respostas a tais
questdes foram sendo obtidas na medida em que a pesquisa bibliogréfica, a
producgéo de atividades e o trabalho docente com os estudantes foi desenvolvido
e reorganizado ap0s cada experiéncia e a cada momento em que a parceria com
os alunos foi se ampliando e enriquecendo a aprendizagem de todos os
envolvidos no processo.

Com base nesses momentos de ensino-aprendizagem coletivos, foi

possivel admitirmos que nossos objetivos foram alcancados e que, portanto,
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apontava-se uma grande possibilidade de uso da investigacdo em sala de aula
como uma metodologia de ensino-aprendizagem com significado para as secc¢des
cOnicas, apoiando-se no seu desenvolvimento historico-epistemologico tal como
propdem Mendes et al (2006) quando argumentam favoravelmente acerca da
historia da matematica como agente de cognicédo na Educacdo Matematica.

E importante ressaltarmos que a énfase principal da experiéncia n&o foi o
desenvolvimento histérico em si, mas o processo investigatorio instalado em sala
de aula, como um caminho de busca que tornou significativo o aprendizado dos
estudante, durante a construcdo coletiva do seu conhecimento. Todavia,
salientamos que a dimenséao historica envolvida no processo de investigacdo em
sala de aula exerceu uma funcdo de complementaridade, garantindo ampliacéo
ao processo de aprendizagem do assunto abordado.

A partir do referencial teérico adotado para este estudo, a investigacdo em
sala de aula foi considerada por nos, sem duvida, como uma tendéncia
metodoldgica propicia a obtencdo de resultados satisfatorios no ensino-
aprendizagem da matematica, podendo ser admitida como um principio basico
para a construcdo do conhecimento matematico em todos os niveis de ensino,
principalmente nos niveis médio e superior.

Apos refletir sobre todos os resultados obtidos na experiéncia e suas
implicagcbes para futuras experiéncias, podemos apontar como sugestbes para
implementacdo dessa perspectiva didatica para a sala de aula as seguintes

recomendacdes aos professores:

a) quanto aos niveis de ensino
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E importante que os professores reflitam acerca dos niveis de
desenvolvimento cognitivo de seus alunos para que possam dosar e reorientar o
processo de investigacdo a ser introduzido nas suas acfes docentes. IsSso porque
acreditamos que os alunos devem ser envolvidos nesse processo através de uma
inclusdo lenta e gradual para que possam adaptar-se ao principio cientifico e
educativo presente nessa forma de ensinar e aprender.

Mesmo que os alunos estejam em niveis considerados mais avancados
como o ensino médio ou superior, € necessarios que os professores avaliem o
nivel de habilidade, disciplina, compromisso e adequacdo a essa alternativa de
aprendizagem que se pretende instalar na sala de aula, pois, muitas vezes 0s
estudantes que aparentam termais maturidade devido a sua idade, acabam por
manifestar mais dificuldade ou resisténcia com relacdo ao exercicio da

investigacdo em sala de aula.

b) quanto ao conhecimento histérico do professor
Em nossa experiéncia verificamos que para esse processo didatico
de investigacdo em sala de aula se efetivar de forma significativa, € necessario
um bom conhecimento historico sobre o tema a ser abordado. Assim, cabe ao
professor, desenvolver uma andlise historico-epistemoldgica (investigacao
tematica) do topico a ser abordado na sala de aula, pois assim ampliara seu
conhecimento acerca do referido assunto, bem como suas diversas conexdes
com os contetdos da matemética em geral. (MENDES, 2007).
Para que o professor amplie seu conhecimento acerca do desenvolvimento
histérico-epistemoldgico dos tépicos a serem abordados na sala de aula, sera

necessario que o mesmo se disponha a aventurar-se na investigacao bibliografica
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e na elaboracdo didatica de textos que possam constituir-se em agentes de
aprendizagem dos alunos, quando usados na sala de aula.

Em nosso estudo, muitas vezes, foi necessarios adotarmos esse
comportamento para que pudéssemos dar aos alunos, as informacdes

necessarias a sua compreensao matematica das conicas.

€) quanto aos tipos de atividades investigatorias a serem realizadas

E fundamental que os professores compreendam que ha diversos modos
de encaminhar a investigacdo em sala de aula e isso depende de inameros
fatores como alguns ja mencionados ao longo deste trabalho. Todavia, 0 mais
importante, neste momento, € esclarecermos que para cada nivel de alunos, para
cada tépico matematico a ser abordado e de acordo com o0s objetivos
estabelecidos no planejamento do professor, deve-se elaborar e propor
determinadas atividades investigatorias.

Nesse sentido vale ressaltar que as indicacfes presentes nos PCNs, nos
livros didaticos ou paradidaticos podem e devem ser usadas em sala de aula, mas
procurando adapta-las ao espirito investigatorio que se pretende instituir no aluno.
E com esse principio que as atividades vdo se constituindo, cada uma, em sua

singularidade, pois assim, poder&o, certamente atender aos interesses e

necessidades dos alunos.

d) quanto aos obstaculos encontrados durante a implementacdo dessa
alternativa metodoldgica de ensino
Os obstaculos encontrados em qualquer reorientacdo didatica, no trabalho

do professor, pressupdem a superacdo de obstaculos e dificuldades que,
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certamente surgem. Em nosso caso ndo foi diferente. Os obstaculos foram
muitos. O que fizermos para supera-los foi apostar no espirito inovador dos
alunos e na sua curiosidade. Além disso, nos apoiamos no argumento de Mendes

(2001a, p. 69-70) quando afirma que

Dependendo da experiéncia do professor, da sua formagéo pedagdgica
e do seu dominio teérico da proposta que estamos implementando, é
possivel a ele adaptar os préprios exercicios dos livros didaticos,
resgatar situacdes-problema da realidade dos alunos, utilizar os desafios
previstos nos livros de histéria da matematica, aproveitar as sugestdes
encontradas em alguns paradidéticos, pois assim podera conduzir suas
atividades de fixacdo do contetido programatico, sem se afastar do eixo
norteador desse trabalho, que € representado pelas atividades de
redescoberta e pelo conteddo histérico, [Além disso], caso o professor
néo tenha condi¢Bes de recorrer a essas alternativas, ele podera utilizar
os exercicios e problemas do livro didatico desde que imprima a eles
uma nova abordagem na resolucdo dos exercicios ou problemas,
procurando valorizar os erros dos alunos, as diferentes maneiras de
resolvé-los, de forma que estimule a discussdo em classe e a
organizacdo mental das idéias surgidas durante essas discussfes. Caso
contrario, ndo estara modificando em nada a sua pratica.

E claro que outros obstaculos surgirdo, mas cabera a cada um buscar a
melhor alternativa para supera-los, pois o exercicio da investigacdo em sala de
aula baseia-se no principio de que o conhecimento € construido na busca de
respostas para as questdes que surgem na sala de aula. Logo, os professores

devem exercitar esse principio continuamente.

e) quanto as contribuicdes para uma visdo ampliada da matemética pelos
alunos e pelos professores

Ndo resta duavida de que a investigacdo em sala de aula tem a
caracteristica de oferecer possibilidade, tanto aos professores como aos alunos,
de se depararem com uma nova maneira de olhar para a matematica. Assim as
atividades investigatorias conduzem todos os envolvidos nesse processo, a olhar

de forma mais globalizante para as origens os métodos utilizados para
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desenvolver e as varias representacdes apresentadas pela matematica, o que,

certamente conduz, principalmente os alunos, a uma aprendizagem significativa.
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Apéndice A: Questionario histérico (2004)

CEFET-PB

Disciplina: Matematica

Professora: Marta Maria Mauricio Macena
Assunto: Seccdes Cbnicas

Turma 3° C (11/2/2005)

Aluno(a):

Idade:
Idade:

Aluno(a):

1. Na Antiguidade, como o0 conhecimento

cientifico era preservado e transmitido?

2. Comentem os beneficios gregos para a
Matematica.

3. Citar

contribuiram para o desenvolvimento da

algumas obras e autores que

Matematica.

4. De que forma foi iniciado o estudo sobre

as seccoes conicas?

5. Qual

atualidade? Quem a construiu e quando?

a definicho de cone usada na

6. Que ocorréncias contribuiram para o

surgimento da Geometria Analitica?

7. Quais cientistas formalizaram a juncao da

geometria com a algebra?

8. O que vocé entende por Geometria

Analitica?

9. O que vocé entende por Seccdes

Cobnicas?

10. Dé exemplos do cotidiano sobre elipse,

hipérbole ou parabola.

11. Comentem sobre usar um texto histérico

na explanacdo de um conteldo matematico.
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Apéndice B: Atividades (2004)

CEFET-PB

Matematica (Marta Maria Mauricio Macena)
3% série (A, Be C)

Cénicas (24/2/2005)

Momentos na realizagdo de uma investigac&o:**

= Reconhecer uma situacao
problematica
Explorar a situagdo problema
* Formular questdes

Exploragéo e
formulacao de
questdes.

= Organizar dados

= Formular conjecturas (e fazer
afirmac¢des sobre uma
conjectura)

Conjecturas®

Testes e = Realizar testes
reformulacéo = Refinar uma conjectura

= Justificar uma conjectura
= Avaliar o raciocinio ou o
resultado do raciocinio

Justificacdo e
avaliacéo

Espera-se que ao final dessa investigacao se
saiba:

= as definicBes das seccdes conicas -
parabola, elipse e hipérbole

= identificar as caracteristicas geométricas
= determinar as equagfes

= identificar e desenhar o grafico, dada a
respectiva equacao

= distinguir uma secg¢éo conica centrada de
uma ndo centrada

René Descartes (Franca, 1596 — 1650) e
Pierre Fermat (Franga, 1601 — 1665), s&o os
dois principais responsaveis pela grande
criacdo matematica, a geometria das
coordenadas ou geometria analitica cuja idéia
central é associar equacgBes algébricas as
curvas e superficies. Segundo Descartes essa
geometria tem por objetivo a explicacdo dos
fenbmenos da natureza.

Fermat partiu da obra dos gedmetras gregos,
principalmente Apoldnio de Perga.

Descartes um dos fundadores da biologia
moderna, fisico de primeira e, so6
incidentalmente, matematico, chegou a

! Jodo Pedro da Ponte, p. 21
2 Conjectura = juizo ou opinido sem fundamento preciso;
suposic¢do, hipotese.

matematica por trés vias: a filosofia o estudo
da natureza e o interesse pelos usos das
ciéncias.

Exemplo de Cénicas

O Homem teve sempre necessidade de
explicar os fenbmenos que observava na
natureza. Ao longo do tempo foi encontrando
modelos para explicar o funcionamento do
Sistema solar.

Os primeiros modelos de que ha registro
consideravam que as Orbitas planetarias eram
circulares. Assim mesmo comegou por
considerar Johannes Kepler, chegando a
discordancia entre os resultados tedricos e as
observagbes do astrbnomo dinamarqués
Tycho Brahe, em que se apoiou.

Essa discordancia veio a ser
resolvida quando deduziu que as
orbitas planetarias eram elipticas
e publica em 1609 a sua
descoberta de que a Orbita de
Marte em torno do Sol é uma
elipse.

=5

A partir dai as cénicas, objetos até entdo
exclusivamente matematicos, revelaram a sua
estreita ligagdo com a natureza, em particular
com as trajetéria dos planetas no Sistema
Solar.

Esta descoberta, associada aos estudos de
Galileu, levou posteriormente (c. 1680) Isaac
Newton a formular a sua lei da gravitacdo
universal.

http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/elipses.htm#Astronomia

A lei de Boyle-Mariotte (estudada nos
compéndios de Fisica e Quimica), estabelece
qgue sob temperatura constante, o volume
ocupado por uma certa massa de gas, é
inversamente proporcional a sua pressao.

Seja V o volume de um gés submetido a uma
pressdo P, a uma temperatura constante. A lei
de Boyle-Mariotte, estabelece que P.V =
constante = k. A representacdo grafica da
equacao P.V = K (ou X.Y = K), do volume V em
funcdo da pressdo P, de um gas submetido a
uma temperatura constante, serd uma
hipérbole equilatera.



Oscar Niemeyer (1907 - ?)

A Catedral Metropolitana, ou
) Catedral de Brasilia, um dos
] 1 edificios publicos
1 desenhados pelo arquiteto
: Niemeyer nos anos 60 para
a capital brasileira. Esta catedral foi construida
entre os anos 1959 e 1980 e, tem na sua
arquitetura técnicas e materiais modernistas
misturados com as linhas curvas e a liberdade
da forma, préprias do periodo barroco
brasileiro.

7i

i

A base do edificio é circular e tem cerca de 60
m de didmetro, e o seu piso principal situa-se a
3 m do chéo. O seu telhado de vidro fosco, que
tem inicio ao nivel do chao é suportado por 16
colunas (arcos de hipérbole) curvas, colunas
estas, que vistas de fora do edificio, terminam
no topo de forma pontiaguda, lembrando a
imagem de uma coroa de espinhos. A parte
mais estreita do edificio est4 a cerca de 31 m
do chédo, é circular e tem cerca de 12 m de
didmetro. Perto da entrada do edificio estdo
quatro enormes estatuas conhecidas pelos
Quatro Evangelhos.

http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2000/icm33/Niemeyer.htm

O Coliseu construido no ano
(’ - 70 da nossa Era, inaugurado
. __}' no ano 80 e, inicialmente,
,! poderia sustentar no seu
Kdre Toele= nterior cerca de quarenta e
cinco mil espectadores.

Foi construido em marmore, pedra travertina,
ladrilho e tufo (pedra calcaria com grandes
poros). A sua planta eliptica mede dois eixos
que se estendem aproximadamente de 190 m
por 155 m.

http://pt.wikipedia.org/wiki/Coliseu_de Roma

:»‘.“‘ﬂq:? __ s PO

Residéncia Melanie Farkas, arquiteto Rodrigo
Lefévre, 1971.

Esta residéncia se insere na producdo do
arquiteto Rodrigo Lefévre, e é fruto de longa
pesquisa sobre o uso de abébadas parabdlicas
em concreto e blocos de barro, que durante os
anos 60 foi muito utilizada por ele em
programas residenciais.

Corte da Residéncia Melanie Farkas, No corte
observam-se as possibilidades de arranjo
espacial proporcionado pela ab6bada.
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Desenho: Mauricio Azenha Dias
Fonte: Revista Casa & Jardim, n°® 284, 1978, p. 90

http://www.vitruvius.com.br/arquitextos/arg038/arg038 01.asp

Na astronomia, a descoberta do cometa Halley
€ paradigmatica. Em 1704 Edmund Halley
“ estudou as Orbitas de varios
cometas, para as quais existiam
dados. Concluiu que os cometas
de 1682, 1607, 1531 e 1456 eram
afinal um Unico cometa que
descrevia uma 6rbita eliptica a volta do sol com
um periodo de cerca de 76 anos. Fez a
previsdo correcta do seu retorno em 1758, o
gue fez com que o cometa ficasse conhecido
pelo seu nome. Investigagbes recentes
sugerem que 0s chineses tivessem registado
este cometa em cerca de 240 a.C.

http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/plano.htm#Elipses
Atividade 1:

1) Marque dois pontos no papel quadriculado e
determine um conjunto de pontos que equidistam
dos dois pontos. Como este lugar geométrico® é
denominado?

2) Dados o ponto F e a reta r, no papel
quadriculado, determinem o conjunto de
pontos equidistantes da reta r e do ponto F.
Que curva vocés obtiveram?

3) No exercicio anterior, coloquem 0s eixos Ox
e Oy de modo que o eixo Ox seja paralelo a
reta r e passe pelo vértice; e o eixo Oy
coincida com o eixo principal da curva.
Considerem a equacdo da reta r como
sendo y = -d. Dado um ponto P (X)y)
pertencente a curva:

a) Determinem a expressdo algébrica da
distancia entre P e F.

b) Determinem a expressdo algébrica da
distancia entre P er.

¢) Qual a propriedade do lugar geométrico
do exercicio dois desta atividade?

d) Usando a propriedade, deduzir

expresséao algébrica.

uma

4) No papel quadriculado, determinem o
conjunto de pontos P de modo que dpr =
2dp;. Que curva vocés obtiveram?

2 Lugar geométrico dos pontos que tém uma determinada propriedade é o
conjunto que contém todos esses pontos exclusivamente. (Dicionério de
matematica— HEMUS)

Lugar geométrico de pontos é a figura cujos os pontos, e so eles,
satisfazem a uma certa condiGao.
http://cinderella.lmc.fc.ul.pt/forum/msg/195/
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Apéndice C: Avaliacdo da turma A, turma B e turma C (2004)

CEFET-PB (3°A) — 10/3/2005
Dupla:

Em cada grupo de gréficos escreva a equacao que esta faltando e destaque cada elemento do
mesmo.
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CEFET-PB (3°B) — 11/3/2005 CEFET-PB (3°C) — 14/3/2005
Matematica: Secgdes Conicas Matematica: Secgdes Conicas
Dupla: Dupla:
Observe o conjunto de cbnicas abaixo e Observe o conjunto de cdnicas abaixo e
determine o que se pede: determine o que se pede:
y / \ h Y ,I
1/4(x-1)"2+1/9(y-3)"2=1 \\ - é
Yy-6x *x- Yi\l 1/4xx+1/16yy=1 /f
d b / \ . \\ / —
\\ //R //
\ - ST \J/
N \ ) X /
\ /
N \ / \\ /’
\ /
/ \ yy=2(x+3)
/ / \ / \
/’ \ AV \/
/’/ l/Qxx—l}llyyfl //’v [\\\
/ \ ~ / \
] 4 / ~/ N\
5 / ~—
// X\\
yd .
ELEMENTOS Conica: Conica: Conica: ELEMENTOS | Conica: Conica: Conica:
Eq. reduzida Eq. reduzida
Focos Focos
Vértices Vértices
Dist.. Focal Dist. Focal
Eixos maior e Eixos maior e
menor menor
Excentricidade Excentricidade
Parametro Parametro
Centro Centro
Diretriz Diretriz
Eixo real ou Eixo real ou
transverso transverso
Eixo imaginario Eixo
imaginario
Assintotas Assintotas




139

Apéndice D: Resumo conicas (2004)

CEFET-PB — 11/3/2005

Nome: Elinse Farskol \F‘ [r——
René Descartes (1596-1650) generalizou a utilizagdo das ; .
cbnicas e identificou-as como equagfes do 2° grau. Mas nem s o 7 e
todas as equacfes do 2° grau representam cdnicas. A ~ 4

As curvas definidas por equag8es do 2°grau em x e y do tipo: ‘ /(\ bt :

a) ax’+bxy+cy’+dx+ey+f=0 chamam-se conicas.

b) ax2+bxy+cy2+dx+ey+f:0 também pode definir uma reta, um ponto ou um cojunto vazio.

c)

ax2+cy2+dx+ey-f:O (b=0), definem cbnicas com os eixos de simetria paralelos aos eixos
coordenados.

L
e foco: o ponto F ® focos: os pontos F; e F
o diretriz: a reta d e focos : os pontos F; e F» ® vertices: 0s pontos A; € A;
) 3 e centro da hipérbole: o ponto
e vértice: o ponto V ® centro: 0 ponto O, que € 0 ponto 0, que é o ponto médio de

médio de F,F.
e parametro: p 12 MR

e vértices: 0s pontos A;, Az, Bi, B, distancia focal: FjF, = 2c

e o vértice V e o foco F ficam numa
mesma reta, o0 eixo de simetria.

eixo real: AjA,=2a (na

® ¢eix0 maior: AjA,=2a

e Vé o ponto médio de dF =p, isto _ mesma direc&o dos focos)
— — ® eixo menor: BB, = 2b o .
é dvV =VF = > ® eixo imaginario: BB, = 2b
A —_— 2 2 _ 2
e distancia focal: FjF, = 2c (b>0 tal que a” + b* =¢°)

® Equacdo: pardbola com vértice na

; 3 ® Equacéao: hipérbole com

origem, concavidade para a . x S :
direita e eixo de simetria relagdo fundamental: a“ = b + ¢ giexr:)trg na origem e focos no
horizontal, a reta d tem equagéo o c Y

—p ® exentricidade:e=—|, como 2c < 2a 2y
x=—- € na parabola temos: . a —--—=1

2 entdo,c<ael<e<1l. a b

~ . . . b

> F(lz) ,o) ® Equacéo: elipse com centro na origem | @ Assintotas: y= X (retas

e eixo maior horizontal R . .
gue contém as diagonais do

retangulo de lados 2a e 2b)

2> P(x,y) 2y
->obtemos entdo, a equagéo da —t—== 1

parébola: [y* = 2pX a % /

o

> se considerarmos dF = 2p

entdo, a equacéo da parabola
fa

* e Definigéo: |q3—ﬁz|:2a

L}
. - " \" .-f’
b
® Uma hipérbole é chamada
equilatera quando as

medidas dos semi-eixos real
e imaginario sao iguais:

e Defini¢do: @+ﬁ2:2a

e Definicao: ﬁ:’ =P_d
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Apéndice E: Questionario conclusivo (2004)

CEFET-PB
Marta Maria Mauricio Macena (15/3/2005)
Turma: Idade:

Nome (opcional):

Questionario ap6s a avaliacéo da
aprendizagem sobre as Secc¢des Cdnicas

Estimado(a) aluno(a) da 3% série do
CEFET-PB no ano letivo 2004, conto com
a sua colaboracdo que é necessaria para a
realizacdo dessa pesquisa.

Sou-lhe grata.

NA SUA OPINIAO:
1. Qual a importancia da histéria no estudo das
Seccgdes Conicas?

2. Que contribuicdes trouxeram as atividades
praticas de ensino para a aprendizagem das
Secc¢des Conicas?

3. Como vocé relaciona a matematica aprendida
sobre as Secc¢Bes Codnicas com a realidade

conhecida?

4. A matematica aprendida no estudo das
Seccdes Conicas contribuiu para desenvolver
o0 espirito de curiosidade em relagcdo a
matematica do dia a dia? De que forma?

5. Quais os pontos mais negativos das aulas
ministradas sobre as Secc¢des Conicas?

6. Quais os pontos mais positivos das aulas
ministradas sobre as Sec¢bes Codnicas?

7. Quais as dificuldades enfrentadas durante as
aulas sobre as Secc¢des Conicas?

8. Que modificacdes precisam ser feitas nessa

metodologia de ensino para melhorar a
aprendizagem sobre as Secg¢bes Cdnicas?
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Apéndice F: Atividade 1 (2005)

CEFET-PB
Professora: Marta Maria Mauricio Macena
Matematica (seccdes cbnicas) — Data: / /2006

Componentes da equipe:

Guia de atividades n®1 (com fotografias e gravagées para registro).

1. No decorrer desta aula, cada equipe,
a) jogara em 3 tipos de tabuleiros de bilhar (A, B ou C) — 25 minutos para cada tipo;

b) elaborard e explicitard as possiveis estratégias de resolugéo (evitando a simples tentativa
e erro);

c) registrara as questdes que surgirem relativas a atividade;

d) testard as provaveis estratégias de jogar acertando o alvo;

e) fard anotagBes de acordo com os resultados obtidos em cada jogada;

f) construird a regra para jogar acertando o alvo (escrevendo com destaque);

2. Numerem ordenadamente os tabuleiros a medida que a equipe for desenvolvendo as
atividade.

(.. (.. (..

3. A atividade para cada tabuleiro (A, B ou C) tem o0 mesmo enunciado:
“Por tabela®, retirar a bola fixa no ponto determinado”.

4. Esperem o inicio da cronometragem.

5. Estratégias possiveis para o tabuleiro n® 1:

6. Questdes referentes ao tabuleiro n® 1:

2 Tabela > bordo interno da mesa de bilhar (Pequeno Dicionério Brasileiro da L ingua Portuguesa. R.
Janeiro: Ed. Civilizac8o Brasileira)



7. Preencham o quadro abaixo e, se necessério, usem folhas a mais.
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Tabuleiro n? 1

Quem o Justif_icativa_@o resultado
. > Trajetéria da bola Resultado (tentativa ou ja testando as
Jogou: tentativas acertadas)
()A
(i )
()E
()A
2 PR )
()E
()A
IC (PP )
()E

8. Registrar a regra determinada para o tabuleiro n° 1 (se ja encontrou):

9. Estratégias possiveis para o tabuleiro n® 2:

10. Questbes referentes ao tabuleiro n° 2:

11. Preencham o quadro abaixo e, se necessério, usem folhas a mais.

Tabuleiro n® 2

Quem o Justif_icativa.QO resultado
. 5 Trajetéria da bola Resultado (tentativa ou ja testando as
logou: tentativas acertadas)
()A
(i )
()E
()A
2 PP )
()E
(A
2 COPT )
()E




12. Registrar a regra determinada para o tabuleiro n® 2 (se ja encontrou):
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13. Estratégias possiveis para o tabuleiro

n° 3:

14. Questbes referentes ao tabuleiro n® 3:

15. Preencham o quadro abaixo e, se necessério, usem folhas a mais.

Tabuleiro n? 3

Quem Justificativa do resultado
oaou? Trajetéria da bola Resultado (tentativa ou j& testando as
Jogour tentativas acertadas)
()A
(i )
()E
()A
2 PR )
()E
()A
IC N (PP )
()E

16. Registrar a regra determinada para o tabuleiro n® 3 (se ja encontrou):
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CEFET-PB
Professora: Marta Maria Mauricio Macena
Matemética (secg¢Bes conicas) — Data: / /2006

Componentes da equipe:

Guia de atividades n°2 (com fotografias e gravacdes para registro).

I No decorrer desta aula,
g) cada aluno, na sua equipe, discutirhd a melhor maneira de tragar o lugar geométrico25
desejado.
h) cada aluno, na sua equipe, tragara lugares geométricos em papel quadriculado.
i) cada equipe registrara as questdes que surgirem relativas a atividade;
j) cada equipe construird uma definicdo para os lugares geométricos encontrados.

Il Tragando o primeiro lugar geométrico.

a) No papel quadriculado, marque dois pontos.

b) Fora da reta determinada por esses dois pontos, marque outro ponto.

¢) Encontre a soma (S) das distancias a partir desse Gltimo ponto marcado até os dois
pontos iniciais.

d) Marque outros pontos tais que a soma das distancias a partir de cada um desses até os
dois pontos iniciais seja sempre S.

e) Verifique o lugar geométrico que comega a surgir.

f) Como pode ser denominado esse lugar geométrico?

g) Construa uma definigdo matematica para esse lugar geométrico.

Questdes sobre o
lugar geométrico 1

Definicao
1

%|_ugar_geométrico dos pontos que tém uma determinada propriedade é o conjunto que contém todos esses pontos exclusivamente.
(Dicionério de matematica— HEMUS)

Lugar geométrico de pontos é afigura cujos os pontos, e so eles, satisfazem a uma certa
condicéo.http://cinderella.lmc.fc.ul.pt/forum/msg/195/

Um lugar geométrico € o trilho percorrido por um ponto [...]

http://wwmat.ptmat.fc.ul.pt/~jnsilva/M estradinho3/Portugues/ Special M odes.html
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Il Tragando o segundo lugar geométrico.
a) No papel quadriculado, trace uma reta e marque um ponto fora dela.
b) Encontre o conjunto de pontos equidistantes da reta tragada e do ponto marcado.
¢) Verifique o lugar geométrico que comega a surgir.
d) Como pode ser denominado esse lugar geométrico?
e) Construa uma definicdo matemética para esse lugar geométrico.

Questdes sobre o
lugar geométrico 2

Definicao
2

IV Tragando o terceiro lugar geométrico.

a) No papel quadriculado, marque dois pontos.

b) Fora da reta determinada por esses dois pontos, marque outro ponto.

c) Encontre a diferenca (D) das distancias a partir desse ultimo ponto marcado até os dois
pontos iniciais.

d) Marque outros pontos tais que a diferencga das distancias a partir de cada um desses até
os dois pontos iniciais seja sempre D.

e) Verifique o lugar geométrico que comega a surgir.

f) Como pode ser denominado esse lugar geométrico?

g) Construa uma definicAo matemética para esse lugar geométrico.

Questdes sobre o
lugar geométrico 3

Definicao
3
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Apéndice H: Avaliacdo 1 (2005)

CEFET-PB
Professora: Marta Maria Mauricio Macena
Matematica (seccdes cbnicas)— /| /2006

Concordo que meu nome e/ou minha

imagem, adquiridas nesse trabalho

de pesquisa, possam ser expostos
em trabalhos cientificos.

Aluno(a) Turma:

1. Para cada uma das cOnicas representadas
abaixo, determine o0s seus elementos
principais e escreva a sua equacao

O que pode ter originado o estudo da
geometria?

O que pode ter originado o estudo das
Seccdes Conicas?

reduzida:
y Por que a denominacdo Seccbes Cbnicas
\ / " para o estudo que estamos fazendo no
o~ momento?
A
|
3 2 J m_l_]‘%
/ Onde estdo as SeccBes Codnicas no
N~ cotidiano  (passeio pelo CEFET/PB
\ fotografando)?
NS
. \ ~.
Que personagens histéricas estdo ligadas
ao estudo das Secc¢des Conicas?
\ o
FESRASAY
/ A
{ N
Ty
' Comente sobre as atividades préticas de
T .1// ensino para a aprendizagem das Secg¢oes
)/,/ / Conicas.
’// \\ /
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Apéndice I: Avaliacédo 2 (2005)

CEFET-PB
Matemética (secg¢Bes conicas) — Data: / /2006

Nome completo: Matricula: Turma:

Considerando um ponto genérico G(x, y) para cada curva abaixo representada, como também a
definicdo de cada curva (Manoel Paiva, Atica: 1995, p 174, 199 e 227):
a) Obter uma equacéo da elipse de focos Fi(-2, -2) e F; (2, 2), cujo eixo menor mede 2 unidades.

/

b) Obter uma equagcéo da hipérbole de focos Fy(-2, 2) e F» (2, -2), cujo eixo menor mede 27
unidades.

PaipZe
Awamm

¢) Encontrar uma equacéo da parabola de focos F(2, 1), cuja diretrizér: x +y -2 = 0.
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Anexo A: Apostila sobre cbnicas

CEFET/PB

Coordenacéo de Ciéncias
Disciplina: Matemética

Prof®: Kalina, Rejane e Marta

Geometria Analitica: Cbnicas

As coOnicas (circunferéncia, elipse,
pardbola e hipérbole) possuem todas €elas
um aspecto singular, poder ser obtidas pela
interseccdo de um plano com uma
superficie conica. O plano secante deve ter
uma inclinacéo escolhida
convenientemente. Veamos a figura a

Seguir.
V

R

As propriedades de reflexo geradas por
conicas (parabolGides, hiperboldides e
elipsdides) sdo usadas nos espelhos e
antenas ou para criara condicdes acusticas
especiais em auditorios, teatros, catedrais.

Devido as suas propriedades fisicas e até
estéticas, 0s arcos conicos surgem em
Engenharia e Arquitetura (pontes, cupulas,
torres e arcos).

Hoje em dia € muito comum vermos
pequenas antenas parabdlicas nos telhados
e terracos, a fim de captar programas de
televisdo. A construcdo dessas antenas
requer conhecimentos de geometria e
andlise.

Estudaremos a seguir as propriedades
dessas conicas.

Elipse
Elipse € 0o conjunto dos pontos de um
plano cuja soma das distancias a dois
pontos fixos € constante e maior que a
disténcia entre os focos.

2b . e ) C

B.

2a

e Os pontos fixos F; e F, sdo os focos da
elipse.

e O ponto O (ponto médio do segmento
F,F,) éocentro daelipse.

e Os segmentos PF,=d e PF,=d S50
chamados raios vetores do ponto P e
suasomaéigual a2a,isto é d=d'= 2a.

e A distincia de F; a F, (FF,=2c)
chamarse distancia focal.

e Os pontos A; e A, sdo chamados
vérticesdaelipse.

e Osegmento AA, =2a €0 eixomaior da
elipse.

e O segmento B,B,=2a € 0 €iXx0 menor
daelipse.

e A razéo e=§, em que O<e<l, ¢é

denominada excentricidade da €lipse,
gue mede O seu maor ou menor
achatamento. Quanto maior o valor de
“€’ maisachatadaéaelipse.

e Aplicando o teorema de Pitégoras no
triangulo F,OB,, temos que

Equacao reduzida da elipse

1° caso: Para PF1+PF2 =2a, sendo P(X, Y)
um ponto da elipse e Fi(-c, 0) e F,(c, 0) os
seus focos, temos:

\/(x+c)2+(y—0)2 + \/(x—(:)2+(y—0)2 =2a

J(x+c)2+y?2 =2a— \(x-c)?+y?



Elevando os dois membros ao quadrado
e dividindo-os por 4, obtemos:

aq/(x-c)?+y? = a®—cx

Elevando novamente os dois membros
a0 (Quadrado, mais aguns caculos,
encontramos;

X2 (aZ_CZ) + a2y2: a2 (aZ_CZ)

Sendo a®> — ¢® = b? temos X* b? + a® y* =
a? b% Dividindo esta equacdo por a° b?
obtemos:

2 2
a~ b

Equacéo reduzida da elipse, centradano (O,
0) e eixo maior contido no eixo das
abscissas.

2° caso: Para PF1+PF2 =2a, sendo P(x, Y)
um ponto da elipse e F; (O, -¢) e F»(0, ¢) os
seus focos, temos:

J(x=0)2 +(y+c)2 + 4(x-0)? +(y—c)? = 2a

x> +(y+c)?> =2a— 4y +(y-c)?

Efetuando os céalculos de forma andloga
ao 1° caso, obtemos:
2 2
X_+y_ =1
b? a2

Equacéo reduzida da elipse, centradano (O,
0) e eixo maior contido no eixo das
ordenadas.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7
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Exercicios de fixacdo

Numa elipse, 0 eixo maior esta contido
no eixo X e seu comprimento é 16.
Sabendo que a distancia entre os focos é

Determinar a equacdo da elipse de focos
F1(0, 3) e F»(0, -3), sabendo que o
compri mento do eixo menor é 2.

Resp. x2 +% =1
Determinar as coordenadas dos focos e
dos vértices da elipse de equacso 4x* +
25y* = 100.

Resp. Fi( /21, 0) e Fa(- /21, 0); Va(5, 0) e Vy(-5, 0)
Determinar a equacdo da elipse de
vértices V41(0, 6) e V,(0, -6) e que passa
pelo ponto P(3, 2).

8x? y?

Resp. —+>—=1

Determinar a equacdo da elipse de focos
Fi(3, 0) e F,(-3, 0), sabendo que o
comprimento do eixo menor e8.

X
Rep. 1Y 1
ST

Determine as medidas do eixo maior e

do exo menor da €lipse de
~ X2 y?

uacdo—+2—-=1.

S0 12 81

Resp. 24e 18

O eixo maior de uma elipse de centro na
origem esta contido no eixo x. Sabendo
que o comprimento do eixo menor é 6 e



a distancia focal é 10, determine a
equacdo dadlipse.
Resp. §+§:l
8) Determine a equacdo da €lipse cujos
focos sdo Fi(1, 0) e Fx(-1, 0) e que
passa pelo ponto P(2, 0).
Resp. XTZer—;:l
9) Determine as coordenados dos vértices
e as coordenadas dos focos da elipse de
equacdo 16x> + 25y° = 400.
Resp. V4(5, 0) e V(-5, 0); Fy(3, 0) e Fx(-3, 0)
10) Determine a distancia foca da elipse
2% +y? =2,
Resp. 2
11) Determine o comprimento do eixo
maior de uma elipse de focos F41(0, 4) e

F2(0, -4) e de excentricidade e = \EA _

Resp. 83

12) Determine a equacdo da elipse de

excentricidade e = oy sendoa=09.

Eixosdaelipse paralelosax ey

Seja uma elipse de centro no ponto C(Xo,
Yo) € eixos paralel 0s aos eixos coordenados.

1° casp: eiXx0o maior no eiXo X’ e eixo menor
no eixoy':
Yi

y

Yo

Em relacdo ao sistema x’Cy’, a equacéo
daelipse é

a’ b?
Em relacdo ao sistema xOy, a equacéo
daelipse é
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2 2
(X_:o) N (y—glo) 1
a b
Neste caso, o0s focos sdo Fi(Xo — C, Yo) €
F2(Xo + C, Yo) € 0s veértices sdo V1(Xo — a, Yo)
eVa(Xo + @ Yo)

2° caso: eixo maior No eiXoy’ e eixo menor
no eixo Xx':

Y, y
Fz“\
YP(x, y)
Yo Y
C X

Em relacédo ao sistemax’ Cy’, temos

(x)? () _,

b? a’

Em relacéo ao sistema xOy, temos

(x=%)"  (y=%)* _4
b? a’

Neste caso, os focos sdo Fi(Xo, Yo—C) €
F2(Xo, Yo + C) e 0s vértices sdo V1(Xo, Yo— )
eVa(Xo, Yot @)

Exercicios de fixagcdo

13) Determine o centro, os focos e as
medidas dos semi-eixos da elipse
(x+2)? N (y+1)*

100 36
Resp. O(-2, -1) , Fy(6, -1), F»(-10, -1) a=10 e b=6

14) Ache a equacdo reduzida das seguintes

elipses:

1.




! ——
/ AN
\
J
\.\ ,,/
~—— -
0:55 1.0 15 20 25 310 355 40 45 50 55 60 65 7.0 7
a) -os
y
X
| \\x |
b)
N
ot T —
TN
‘\ /
g
X
A > 5 7 b 10 11 12
C) -t
R@Aa)(x—zt) (-3 _, b)(x 6) PN €A )

225 9 16 36

15) Qual a equacdo da reta que passa pelos

(x—92)2+(y—1)2=1?

focos da elipse -

Resp.y—-1=0
16) Determinar a equacéo da elipse de eixo
maior vertical, sabendo que as
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coordenadas do centro sdo (2, -7) e 0s
semi-eixosvadema=8eb=1.
Rep, U2 02T

17) A distincia minima do planeta
Mercurio ao Sol é de aproximadamente
28 milhdes de milhas e a excentricidade
da oérbita é de 1/5. Calcule a distancia
méxima do planeta Mercurio ao Sol.

Resp. 42 milhdes de milhas

18) O eixo da elipse descrita pela Terra em
sua Orbita mede 186 milhdes de milhas
e sua excentricidade é de 1/62. Calcule
as distancias maximas e minimas da
Terraao Sol.

Resp. dma= 94,5 € dpyin=91,5

19) (PUC-SP) Um ponto P da €elipse

X2 y2 .

?+T=1 dista 2 de um dos focos.
Qual a distancia de P ao outro foco da
elipse?

Resp. 4
~ . L X2 y2
20) A equacdo de uma elipse € — +-—=1.
pP” q
Sabendo que a €lipse passa pel os pontos
A(2,1) eB(+2, 2) determinep eq.
Resp., _ V%2 eq=17

21) (UFPB-2000) Na figura abaixo esté
representada a elipse de equacdo 9x* +
25y* -225 = 0 com focos F; e F, e 0s
pontos A e B. Se dp, denotaadistancia

entre os pontos P e Q, cacule
dAB+dBF2+dF2A.
Resp. 20

22) (UFPB-2002) A prefeitura de Jodo
Pessoa, pensando na urbanizagdo da
area em frente ao Shopping Sul, plangja
construir uma praga em forma de elipse,
conforme mostra a figura abaixo, além
de duas lanchonetes localizadas nos
pontos A e B das retas tangentes a
elipse, paraldlas a reta y = -x.
Determine as coordenadas dos pontos
onde ficardo as lanchonetes.



\ . /

5 »

o o2

Parabola
Par &bola é o conjunto dos pontos de um
plano, equlidistantes de um ponto fixo F
(foco) e de umaretad (diretriz), F ¢ d, isto
é PF=Pd.

\ d
& D

FP, =P.D,
FP, =P,D,

eixo de

simetria =N \VJ

R S ®p,

Na figura, destacamos:
¢ foco da pardbola: o ponto F
e retadiretriz aretad

e eixo de simetria: a reta que passa pelo
foco F e é perpendicular adiretriz

e Vértice da parabola: o ponto V, ponto
médio do segmento FD, isto € FV =VD

Equacao reduzida da pardbola

1° caso: Para vértice na origem e eixo de
simetria sobre 0 eixo y, temos.

PF =Pd = [(x=0)2 +(y—- p)* ={(x-x)? +(y+ p)?
Efetuando

os célculos,

X2

“4p

encontramos:

x*=4py| ou |y , que sdo equacOes
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reduzidas da pardbola de foco F(O, p) e
diretrizy = -p.

y

, FO, p).
e se p>0, a pardbola \ 4/4

tem a concavidade V .

voltadaparacima.  dy=p (. -p)
y
o s p<0, a dy=-p (0,-p)
pardbola tem a Y,
concavidade %Op a\x
voltada para
baixo.

2° caso: Para vértice na origem e eixo de
Simetria sobre o eixo x, trocando x por y
nas equacdes anteriores, temos:
2

Y
4p

parabola de foco F(p, 0) e diretrizx = -p.

y? = 4px

ou |x , que sdo equacles reduzidas da

y
e se p>0, a pardbola tem V/F(p, 9
a concavidade voltada |(P.0 x
paraadireita

X=-p

e se p<0, a pardbola \
tem a concavidade v

voltada paa a Fp.0 / @0 »

esguerda.
Equacdo da pardbola com eixo de simetria
paralelo a um dos eixos coordenados

Seja uma pardbola de vértice V (Xo, Yo)-
1° caso: 0 eixo da parabola paralelo ao eixo
y.




y
y
y P(x,
yo\

g Xo X

\Y X

A equacdo dessa parabola é dada por
(X —Xq)” = 4p(y — Yo)|

A equagdo dadiretriz é dadapor y = yo —
p e o foco tem coordenadas F(Xo, Yo + p).

2° caso: 0 eixo da parabola paralelo ao eixo
X.

y 1Y
y P(x, y)
Yo
\V X
0 X0 \( X

A equacdo dessa pardbola é dada por
(Y — Yo’ = 4p(X — Xo)|

A equacdo dadiretriz é dada por x = yXo
—p e o foco tém coordenadas F(xo + P, Yo)-

Exercicios de fixacdo
23) Uma pardbola tem o foco F na
interseccdo dasretasy =0ex =8eo0
vértice na origem dos  eixos
coordenados. Determine:
a) aequacdo dadiretriz e
b) a equacéo dessa pardbola.

Resp. x=-8ey?—32x=0
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24) Determinar a equacdo da pardbola cujo
vértice € a origem dos eixos
coordenados, 0 eixo de simetria € 0 eixo
y e passa pelo ponto P(-3, 7)

Resp. x? :g—yy

25) Dada a parébola de equacdo y* = -20x,

pede-se:

a) as coordenadas do foco;
b) aequacdo dadiretriz
c) 0 esboco do grafico
Resp. a)F(-5,0) b)x=5
26) Determinar as coordenadas do vértice,
as coordenadas do foco e a equacdo da
diretriz da pardbola de equacéo y* — 4y

-8x+28=0
Resp. V(3,2), F(5,2) ex=1

27) Uma pardbola tem foco F(2, 3) e
diretriz dada pela reta x = - 4.
Determine:

a) as coordenadas do vértice
b) adistanciap do vértice ao foco
C) aeguacao dessa pardbola.

Resp. @) V(-1,3) b)p=3 ¢) (y—3)?=12(x + 1)

28) Determinar as coordenadas do vértice
V(Xo, Yo), a distancia p do vértice ao
foco F( 1, 4) cujadiretriz é aretay + 2
=0.

Resp. V(1,1), p=3 e (x—1)?=12(y-1)

29) Determinar as coordenadas do vértice,
as coordenadas do foco e a equacdo da
diretriz da pardbola x* + 2x + 4y - 15 =
0.

Resp. V(-1,4), F(-1,3) ey =5

30) Determinar a equagéo da pardbola cujo
eixo de simetria é vertical e que passa
pelos pontos A(-3, 5), B(0, 4) e C(2, 0).

Resp. X2~y -4=0

31) Uma pardbola tem foco F(-1, 8) e
diretriz dada pela equagdo y = 5.
Determinar as coordenadas do vértice e
a equacado dessa pardbola.

Resp. V(-1, 13/2) e (x + 1)? = 6(y — 13/2)

32) (Merck-SP) Determinar a equacéo da
pardbola de foco F(O, 1) ediretrizy + 1
=0.

Resp. X2 = 4y



33) (FGV-SP) Num sistema cartesiano
ortogonal, determinar a equagcdo do
lugar geométrico dos pontos que
equidistam do eixo OY e do ponto (4,
0).

Resp. y* = 8(X —2)

34) Determinar a distancia do vértice da

pardbola y = (X — 2)(Xx — 6) a reta

4
=—X+5.
y 3

Resp. ?
35) (Fatec-SP) Asretasporx =4ey+Xx =
3 se interceptam no ponto A. Calcular a
disténcia do ponto A ao vértice da
parédbola definida por y = x? — 2x — 3.
Resp. a2
36) Determinar a equacdo da reta que passa
pela origem e pelo vértice da pardbola
deequacdioy = -x* + 4x — 3

X
Resp. Y*E

37) (PUC-SP) Determinar as coordenadas
do vértice da pardbola 2x* + 4x +3y — 4
=0.

Resp. V(-1, 2)

38) Calcular os valores de b para os quais a
pardbola y = x* + bx tem um Unico
ponto em comum com aretay = x — 1.

Resp.b;=3 e b=-1

39) (S80 Carlos-SP) Determinar  as
declividades das retas tangentes a
pardbolay = x? e que passam pelo ponto
P(0, -2).

m=+242
Resp.

40) Determine as equagdes das pardbolas
que verificam as seguintes condigoes:
a) Foco (6, 0) ediretrizx =-6
b) Foco (0,-4) ediretrizx =4
Resp. y2=24x e x?=-16y
41) Uma pardbola tem como foco o ponto
F(4, 2) e para diretriz, a reta de equacéo
X =-6. Determine:
a) O vértice dessa parabola
b) A suaequacéo
Resp. V(-1, 2)
42) Considere a pardbola de equacéo (y +
4)? = 8(x — 1).
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a) Calcule as coordenadas do vértice e
do foco.

b) Faca um esboco do gréfico dessa
parabola.
Resp. V(1, -4) e F(3,-4)

43) (UFPB-20032) Maria, empolgada com
suas realizacdes, resolveu construir na
praca principal (esbogo abaixo) uma
cobertura de forma triangular, com
vértices em colunas verticais, erguidas
exatamente nos focos das conicas 4y —
x> —8=0e 9 — 16y* — 144 = 0.
Sabendo que a regido a ser coberta é
plano e horizontal, calcule a area dessa
regio.

Resp. 15

Hipérbole
Hipérbole € o conjunto dos pontos de
um plano, cuja diferenca a dois pontos
fixos F1 e F, (focos) desse plano é uma
constante positiva e menor que a distancia
entre os focos.

e 4f’ EﬁFﬁ@:%

_ u FF,=2c
N 2a<2c

Na hipérbole abaixo destacamos:



e Os pontos fixos F; e F, sdo os focos da
hipérbole.

e O ponto O, ponto médio do segmento
F,F, , €0 centro dahipérbole.

e A distancia de F, a F, (F,F, = 20)
chama-se distancia focal.

e Os pontos A; e A; sdo chamados
vértices da hipérbole.

e O segmento AA, = 2a é 0 €ixo real ou
transver so da hipérbole.

e O segmento BB,= 2b € 0 €ixo
imaginario ou conjugado da hipérbole.

e Arazioe=<, em gue e>1, pois a<c &
a

denominada excentricidade da

hipérbole.

e Usando o teorema de Pitdgoras no
tridngulo retangulo B;OA,, temos

& + b}

Equacoes da hipérbole

1° caso: Centro na origem e eixo real sobre
0 eiX0 X, temos:

155

Fl(-C, =O) Al

X

Para um ponto P(x, y) da hipérbole,
temos:

Pr, -7 - 2a

oy oty o7

(x+cP +y? = 2a+,/(x—cP+y?

Elevando os dois membros ao quadrado
e efetuando todos os célculos necessarios,
temos;

2° caso: Centro na origem e eixo real sobre
0 exoy, temos:

Fz(o, C)1

Az

O
Az

Procedendo do mesmo modo, obtemos a
equacao:

2
y o x_
_2____']_

2
b2

<))

Equacoes da hipérbole com eixos paralel os
a0s eixos coordenados




1° caso: Centro no ponto C(Xo, Yo) € €x0
real paralelo ao eixo X, temos:

Y) y
B,
Cc
by
Yo A A,
F1 C a I:2 X
> B1
[ Xo <

Neste caso, a equacdo da hipérbole é dada
por:

(x=%)* _(y=vo)* _,

a’ b2

2° caso: Centro no ponto C(Xo, Yo) € €X0
real paralelo ao eixoy, temos:

y

y
F [}
Az
al C
Yo §2 o b B, -
Aq]
Fu'_\
(0] Xo <

Neste caso, a equagao da hipérbole é dada
por:

(y—YO)2 (X—X0)2_1
a2 b2

Exercicios de fixacdo
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44) Determinar a equacdo da hipérbole de
focos Fi(5, 0) e Fx(-5, 0) e de vértices
V1(3,0) eVa(-3,0)

Rep. =-Y -1
7

45) Determinar a equacdo da hipérbole de
focos F1(0, 4) e F»(0, -4), sabendo que o
eixo real mede 6 unidades.

2
y X
Rep. g7 =t

46) Determinar a medida do eixo rea, do
eixo imaginario e a distancia focal da
hipérbole de equacdo 9x? — 16y? = 144.

Resp. 2a=8, 2b=6e2c=10

47) Achar a equagdo da hipérbole de centro
(4, -2) e eixo rea paralelo ao eixo X,
saber(1do) q%Je )Za: 10e2b=4.

x-4f (y+2)?

Ral/ B A A
Rep. =% *7 2

48) Achar as coordenadas do centro, do
vértice e do foco da hipérbole y? — x? +
2y—-2x—-1=0.

Resp. Fi(-1, -1+ /2 ) e Fy(-1, -1-42 ); Vy(-1,0) e Vy(-1, -2)

49) Determinar a equacdo da hipérbole de
focos F1(0, 6) e F»(0, -6), sabendo que o
eixo imagin&io tem 8 unidade de
comprzi mento.

50) Numa hipérbole a distancia focal € 16 e
o comprimento do eixo real é 12.
Determine a equacdo da hipérbole,
sabendo que os focos pertencem ao eixo
das absmssas

X 2
R 36 28~

51) Determinar a equacdo da hipérbole de
focos F1(0, 4) e F»(0, -4), e vértices
V1(0, 1) eV2(0, -1)

X
Resp. y>-——=1
esp. ¥' 2

52) Os focos de uma hipérbole sdo F1(4, 0)
e Fx(-4, 0) e 0 eixo conjugado tem 23
de comprimento. Determine a equacdo
da hi Qérl:gol e.

- 5

53) Os focos de uma hipérbole sfo F1(+/13,
0) e Fx(-4/13, 0) e passa pelo ponto P(1,
0). Determine a equacao da hipérbole.



Resp. X° Y 1
12

54) Determine as coordenadas dos focos,
dos vértices e a excentricidade da
hipérbole de equac&o 4x? — 25y* = 100.

Resp. Fy(v29 , 0) e Fy(- 29 , 0); V4(5,0) e Vy(-5,0); e:@

55) Determine a equacdo da hipérbole de

focos Fi(5, 0) e Fx(-5 0) e de

excentricidade e= % .

XZ y2
Resp. -2 -1
P 9.

Assintotas da hipérbole

Na hipérbole da figura a seguir temos
um reténgulo ABCD cujos lados medem 2a
e 2b.

y
B b A
. -a a, .
Fl('C, 0) Fz(C, 0) X
c -0 D
11 1,

As retas e 1,, que contém as diagonais
desse tridngulo de lados 2a e 2b, séo
chamadas de assintotas da hipérbole.

As equacdes das assintotas sdo:

e Eixo rea horizonta e centro O(0, 0):
assintotas passam pela origem e tém

equacoes

b b
1 ==X e 1 =—X
( 1) y a ( 2) y a

e Eixo red vertical e centro O(0, 0):
assintotas passam pela origem e tém

equacoes

(12) y:—_ax

a
(1) y==—x e 0

b

e Eixo rea horizontal e centro C(Xo, Yo):
assintotas tém equactes
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(11) (y-vo)= g(x— %) € (12)

(y-Yo)= 2 (x-)

e Eixo rea vertica e centro C(Xo, Vo):
assintotas tém equagdes

(1) (y-yo)=plx-x) € (12)

(y- yo)=_—tf(x—><o)

Hipérbole equilatera
Uma hipébole é chamada equilatera
guando os semi-eixos, real e imaginarios
sdo iguais. Ou sga, quando a = b, conforme
figuraaseguir.

Exercicios de fixacdo

56) Determine a excentricidade e a equagéo
das assintotas da hipérbole 4x* —y* = 16

Resp. e=4/5 e y=#2x

57) Determinar a  excentricidade, as
assintotas e a equacdo da hipérbole de
eixo real horizontal medindo 10, centro
na origem e foco F4(-7, 0)

7 246 x2 y2
Resp. e=+; y=+ —x; =1
50 5 25 24

58) Determine a equacdo de cada hipérbole
representa a seguir.



ag}-Y
47 \\ pa
16
y \
14
13 \ /
12
u !
8
: / b\
&
5
4
3 / \
,( \ X
1 l/ 4 6 7 8 9 10 11 P 13 14 15 16 17 18 19 20 21 2
RV
AN
Yy
\\
gy » ¥z
> i R
25
2
b
¥
16
15
14
1
12
Eit e S
Posi .
~ ™
ol N
A
51
W
1 12 4 01N 2B M 151617 1819 20 212232425

1

2 2 2 2
-12 -10 -18 -15
Rep. o) 022 o10)% ) (o1 (rc)?

59) Dada a hipérbole 5x? — 4y* — 20x — 8y —
108 = 0, determinar:

a) o centro
b) o eixorea
C) osveértices
d) oeixoimaginario
e) osfocos
f) o gréfico dahipérbole
Resp. 8)(2, -10) b)4 ©) V4(0,-1) e Vy(4,-1) d) 2v5 € Fy(-1,-1) e F,(5,-1)

60) Determine as equacles das assintotas
das seguintes hipérboles.
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a) ﬁ_y_z
16 9
2 2

by XY
49 64

C) 4x?-8y?=1

X

Rep.a) y-+2* b) y-:2X g y:tg
61) Seja a hipérbole de equacdo 4y* — x° =
16. Determine a egquagdo da
circunferéncia cujo centro coincide com
o centro da hipérbole e que passa pelos
focos da hipérbole.
Resp. X2 +y? = 20
62) (UFPB) Qua a distancia focal na
hipérbole 18x? — 7y* — 36x — 108 = 07
Resp. 10
63) Ache a equacdo da hipérbole de centro
(-3, 4) e eixo rea paralelo ao eixo vy,
NOS seguintes casos:

a 2a=20 e 2b=26
b) 20=6 e 2c=12

,122 ,102 —182 7152
Rep. o) O POy (o1 Octo)?

72

64) Calcule a é&ea do triangulo cujos
vértices sd0 a origem e as interseccOes

- s y2 X2 7
da hipérbole T 1 com a parébola

y=x%

Resp. X2 +y? = 20
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