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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma andlise descritiva, histérica e pedagégica da obra Recherche
méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers. De acordo com a andlise
realizada, elaboramos e aplicamos o mddulo de ensino intitulado Ternos Pitagdricos: uma
ferramenta para compreensdao do Teorema de Pitdgoras, tendo como publico alvo os alunos do
curso de Licenciatura em Matematica, da UFRN, futuros professores de Matemadtica. A andlise
dos dados coletados da prova escrita, de modo geral mostrou que os alunos assimilaram com
relativa compreensdo os conceitos abordados no moédulo de ensino, apontando para uma
diferencga qualitativa na aprendizagem com relagdo aos dados obtidos nos primeiros instrumentos
utilizados, a saber: questiondrio e entrevista. Com o moédulo de ensino realizado,
proporcionamos aos futuros professores, uma maior compreensdo do Teorema de Pitdgoras,
tendo como enfoque os Ternos Pitagdéricos sob uma apresentagdo histérica, constantando o
potencial pedagégico da obra em foco.

Palavras-chave: Ternos Pitagoricos, Teorema de Pitdgoras e Histéria da Matematica.



ABSTRACT

At the present investigation had the purpose to achieve a descritive analysis pedagogy in the
work of Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers.
According to the analysis achieved, we made and applyed the teaching module called Pitagories:
one of tools to comprehension Pitagory Theorema, there were studying by public students in
mathematic course in the UFRN , the new mathematic teachers in future. The analysis the was
made with writen test the was showed that all students got the view comprehension in the
teaching approach module, to apointed the difference in the learning qualytative with other
reseach that was made with quastionaire and enterview. With this module that was made with the
new future teacheres there was more attention the better comprehension with the Pitagory
Theorema, that was good focus in the pitagory about the potential historical pedagogyc in the
work studied.

KEY-WORDS: Ternos Pitagéricos, Pitagory Theorema and History of the Mathematics.
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1. INTRODUCAO

Na presente investigacdo focalizamos os Ternos Pitagdricos e a Formacdo Inicial de
professores, tendo como referenciais a propria Histéria da Matemdtica e em especial a obra
Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers, de Eugene
Bahier (1916), em que o conceito € estudado de forma sistemdtica. Realizamos uma andlise
descritiva, histérica e pedagdgica da referida obra, a qual nos proporcionou a possibilidade de
reformular o problema, em termos funcionais, para os futuros professores, através da elaboragdao
e aplicacdo de um moédulo de ensino, ministrado na disciplina Teoria dos Nimeros (UFRN),
tendo como publico alvo os alunos do curso de Licenciatura em Matemadtica, futuros professores
de Matematica. Por fim, analisamos a eficdcia pedagégica do mdédulo de ensino.

Consideramos que para responder adequadamente aos diversos desafios que serdo
levantados no decorrer da sua pratica docente, o futuro professor necessita de um conhecimento
mais amplo, ou seja, necessita de um maior aprofundamento do que tem de ensinar. Com isso, o
modulo de ensino que elaboramos, € de extrema relevancia para auxiliar os futuros professores,
na medida em que buscamos oferecer, uma prética que possibilite a reflexdo da utilizagdao dos
Ternos Pitagéricos como uma ferramenta pedagdgica no ensino do Teorema de Pitdgoras.
Acreditamos que essa pesquisa contribuird de maneira significativa para que futuros e atuais
professores de Matemética compreendam melhor a relagdo histérica entre os Ternos Pitagdricos e
o Teorema de Pitdgoras e o potencial pedagdgico presente nessa relacdo.

Em relacdo a estrutura textual, no capitulo introdutdrio apresentamos nossa questdo de
estudo, bem como sua relevancia para a Educagdo Matemdtica e a metodologia de pesquisa
utilizada. O capitulo I destinamos a apresentacdo dos pressupostos tedricos que norteiam nossa
investigacao.

Por sua vez, no capitulo III descrevemos nossa intervencao pedagdgica, apresentando os
métodos utilizados antes € no decorrer do médulo de ensino, incluindo a analise dos dados. Por
fim, apresentamos no capitulo IV, nossas inferéncias quanto a eficacia do médulo de ensino e

algumas consideracdes que possam subsidiar o trabalho de outros profissionais da area.

1.1 Justificativa
Um dos conceitos mais importantes da Matemadtica e da Fisica é o de distancia. O que

embasa a nocdo de distancia na métrica usual é o Teorema de Pitdgoras. Os Parametros



Silva, G. A. Estudo histérico e pedagdgico sobre Ternos Pitagéricos a luz de Eugéne Bahier 13

Curriculares Nacionais (Brasil, 1998), no item Espaco e Forma, apontam a necessidade de
verificacdes experimentais, aplicacdes e demonstracdo do Teorema de Pitdgoras.

Entretanto, vérias pesquisas explicitam a deficiéncia existente no ensino do Teorema de
Pitdgoras. Almouloud e Bastian (2003) enfatizam a grande dificuldade dos alunos no que se
refere a aplicacdo do Teorema de Pitdgoras como ferramenta na resolucao de problemas. Berté
(1995, apud Almouloud e Bastian, 2003) efetuou um levantamento identificando os erros mais
freqiientes apresentados pelos alunos na utilizacdo do Teorema. Segundo a pesquisadora, os erros
detectados seriam reflexos da auséncia de problematizacao na abordagem do tema.

Diante da evidente importincia do ensino do Teorema de Pitdgoras e das pesquisas
realizadas acerca dos problemas detectados na compreensao do referido assunto, nos indagamos
como o Teorema de Pitdgoras € apresentado nos livros diddticos, importante fonte para os
professores, muitas vezes a unica. Segundo Miorim (1998), a maioria dos professores de
Matemitica utiliza o livro didatico como um importante referencial para suas aulas. Um
levantamento feito por Miorim (1998) nos revela abordagens apresentadas sobre o Teorema de
Pitdgoras nos livros didaticos, estritamente praticas, com pouco ou, as vezes, nenhum significado
histérico.

Destacamos a priorizacdo que € dada nos livros didaticos e, por conseqiiéncia, nas aulas
sobre o Teorema de Pitdgoras, a regra de apresentar um valor numérico para dois dos lados do
tridngulo retangulo e uma incdgnita para o terceiro lado. Esse aspecto nos remete a seguinte
pergunta “Os professores que sdo atrelados ao livro didético, saberiam atribuir, intuitivamente,
trés valores aos lados de qualquer tridngulo retangulo?”’, em outras palavras, “Qual a
compreensdo que tais professores possuem acerca dos trés nimeros inteiros que satisfazem o
Teorema de Pitdgoras?”. Acreditamos que essa mecanizacdo, apresentada nos livros didaticos,
desprovida do desenvolvimento histdrico e da construcdo significativa pode contribuir para com a
deficiéncia no ensino desse conceito.

Nesse contexto, emerge nossa pergunta diretriz “Como o estudo dos Ternos Pitagdricos
pode auxiliar no Ensino do Teorema de Pitdgoras?”.

Por levarmos em consideragdo a importante inter-relacdo histérica entre o Teorema de
Pitdgoras e os Ternos Pitagéricos, dispomos da pergunta secunddria “Como a Histéria da
Matemadtica pode ser nossa aliada nessa busca?”. Por fim, uma vez que a obra Recherche

méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entier [Pesquisa Metddica e
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Propriedades dos Tridngulos Retangulos em Numeros Inteiros], de autoria do francés Eugene
Bahier, apresenta uma discussao tedrica consistente e sistematica acerca dos tridngulos retangulos
em nudmeros inteiros, se fez necessario responder a mais uma pergunta, a saber: “Qual o potencial
pedagoégico da obra Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres
entier?”

Diante do estudo realizado, acreditamos que € possivel dar aos futuros professores uma
maior compreensdo do Teorema de Pitdgoras, para ajudi-los na sua futura pratica docente, por
meio do estudo dos Ternos Pitagdricos, tendo como referenciais a propria Historia da Matemaética
e a obra de Bahier (1916).

Historicamente, o Teorema de Pitdgoras € ligado aos Ternos Pitagdricos, assunto que foi
motivo de interesse de ilustres personalidades, como por exemplo, Pitdgoras (cerca de 572 - 497
a.C), Platdo (427 — 347 a.C), Euclides (cerca de 323-285 a.C), Diofanto (séc. IV d.C), Bachet de
Méziriac (1581-1638) Fermat (1601-1655), Edouard Lucas (1842-1891) e o pouco conhecido
Eugeéne Bahier. E provéivel que alguns Ternos Pitagéricos ja fossem conhecidos antes do que o
proprio Teorema de Pitdgoras. O terno (3,4,5), por exemplo, seria facilmente encontrado
aritmeticamente e isto poderia ter incentivado uma busca para outros ternos. Acreditamos que, de
um ponto de vista pedagégico, um aspecto importante dos Ternos Pitagdricos se deve ao fato de
que eles simplificam os exemplos e possibilitam uma discussdo contextualizada e mais
interessante, por se tratarem de nimeros inteiros positivos.

Com base no que é chamado de hipdtese de van der Waerden-Seidenberg, ver Fossa (no
prelo), consideramos que a chave da investigacdo sistematica dos Ternos Pitagéricos poderia ser
achada, com a descoberta do préprio Teorema. Segundo Fossa (no prelo), a referida hipdtese
afirma, em parte, que os tridngulos pitagdricos tiveram um papel fundamental na matematica pré-
histérica.

Entretanto, como toda hipétese deve ter como base uma teoria que a sustente, além do
estudo feito por Seidenberg, o potencial pedagdgico existente na relacdo entre os Ternos
Pitagéricos e o Teorema de Pitdgoras foi explorado tendo como fio condutor a Histéria da
Matemética, afirmando que os Ternos antecederam o Teorema. Sobretudo, consideramos que o
uso da Histéria da Matematica poder ser um fio unificador que liga varios topicos de matematica
num todo que € significativo para o aluno.

Particularmente, em relacdo as funcdes que a Historia pode desempenhar em situacdes no
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ensino de Matematica, os Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) consideram varias,
tais como o desenvolvimento de atitudes e valores mais favordveis diante do conhecimento
matematico, o resgate da propria identidade cultural, a compreensao das relagdes entre tecnologia
e heranca cultural, a constituicdo de um olhar mais critico sobre os objetos matematicos, a
sugestdo de abordagens diferenciadas e a compreensio de obstaculos encontrados pelos alunos.
Sdo vdrios os autores interessados pelo uso da Histéria da Matemdtica como recurso pedagdgico.
Dentre eles podemos citar Fossa (2001), Mendes (2001), Miguel e Miorim (2004). No ultimo,
afirma-se que
Muitos autores defendem a importincia da histéria no processo de
ensino-aprendizagem da matemdtica por considerar que isso
possibilitaria a desmistificacdo da Matematica e o estimulo a ndo-
alienacdo do seu ensino. Os defensores desse ponto de vista
acreditam que a forma légica e emplumada através da qual o
contedido matematico é normalmente exposto ao aluno, ndo reflete
o modo como esse conhecimento foi historicamente produzido.
(MIGUEL E MIORIM, 2004, p.52).

Com isso, se faz necessdrio nos cursos de Matemdtica, que o uso apropriado da histéria

desmistifique a idéia de que a Matematica € linear, pronta e acabada.

1.2 Objetivos
1.2.1 Objetivo Geral

Para dar o eixo geral da nossa investigacdo, explicitamos o seguinte objetivo geral: Analisar
o livro Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers, visando
a aplicac@o do conteddo analisado, na disciplina Teoria dos Nimeros, no curso de Matemadtica

Licenciatura da UFRN.

1.2.2 Objetivos Especificos

Desdobrando o objetivo geral, apresentamos os seguintes objetivos especificos:
1. Analisar a obra Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres
entiers, no contexto histérico da Teoria dos Numeros.

2. Elaborar e testar o modulo de ensino a ser ministrado na disciplina Teoria dos Nimeros,
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tendo como referencial tedrico a obra Recherche méthodique et propriétés des triangles
rectangles en nombres entiers,

3. Promover uma apreciacio da Histéria da Matematica como recurso pedagdgico;

Como resultado da nossa pesquisa, pretendemos divulgar por meio digital e/ou impresso o

material elaborado para o médulo de ensino.

1.3 Metodologia da Pesquisa

Em relacdo a metodologia, nossa investigacdo assume um cardter qualitativo, considerando
que para Borba e Aradjo (2006, p. 45), “pesquisar ndo se resume a listar uma série de
procedimentos destinados a realizacdo de uma coleta de dados, que, por sua vez, serdo analisados
por meio de um quadro tedrico estabelecido antecipadamente para responder a uma dada
pergunta”. D’ Ambrosio (2006), afirma que a pesquisa qualitativa “... E o caminho para escapar
da mesmice. Lida e dd atencdo as pessoas e as suas idéias, procura fazer sentido de discursos e
narrativas que estariam silenciosas. E a andlise dos resultados permitird propor os proximos
passos”.

Consideramos que a metodologia da pesquisa deve ser tida como aliada na construcao de
conhecimento, sendo necessdrio a harmonia entre metodologia de pesquisa, procedimentos
metodolégicos e concep¢do de conhecimento (Lincoln e Guba, 1985, apud Borba e Arajo,
2006). Partindo desse pressuposto, nossa investigacao tem o cardter qualitativo, onde o processo
¢ mais importante do que simplesmente os resultados, entrelacado com nossa concepcao de
conhecimento baseada no Construtivismo.

Ao conceber o processo de pesquisa como um mosaico que descreve um fendmeno
complexo a ser compreendido, € facil entender que as pecas individuais representem um espectro
de métodos e técnicas, que precisam estar abertas a novas idéias, perguntas e dados. Com isso, se
faz necessario a adocao da multiplicidade de procedimentos metodoldgicos para obtencao dos
dados, o que segundo Alves-Mazzotti (1998), estd relacionado a credibilidade da pesquisa.

A préxima sessdo serd destinada a descrever o percurso metodolégico, enfatizando a

multiplicidade de procedimentos.
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1.3.1 Procedimentos Metodologicos

O presente estudo compde de uma parte de estudo tedrico: andlise da obra de Eugene
Bahier (1916) e o desenvolvimento do conteido matemadtico apresentado. Também tem a parte
pratica: elaboracdo e aplicacdo de um modulo de ensino e posteriormente uma andlise de suas
vantagens e limitacoes.

De acordo com Gil (2002), a pesquisa documental vale-se de materiais que ndo receberam
ainda um tratamento analitico, ou que ainda podem ser reelaborados de acordo com os objetos da
pesquisa. Nesse contexto, consideramos que a obra que analisamos nos viabilizou realizar um
estudo tedrico com base na pesquisa documental.

Em relagcdo ao estudo pratico, nossa pesquisa serd embasada na pesquisa-acdo. A pesquisa

acdo pode ser definida como

. um tipo de pesquisa com base empirica que é concebida e
realizada em estreita associacdo com uma a¢@o ou com a resolucao
de um problema coletivo e no qual os pesquisadores e participantes
representativos da situacdo ou do problema estdo envolvidos de
modo cooperativo ou participativo. (THIOLLENT, 1985, p.14,
apud GIL, 2002).

No mais, a pesquisa-acdo deve ser em sua esséncia, uma pesquisa intencionada a transformacao
participativa, em que sujeitos e pesquisadores interagem na producao de novos conhecimentos.

Em suma, o estudo se subdividiu em cinco fases, a saber: Andlise da obra, Elaboragdo de
atividades, Aplicacdo do mddulo de ensino, Anélise dos dados e Conclusdes. Essas atividades
foram distribuidas em trés etapas, a saber: historica, matemética e pedagdgica.

A etapa de carater historico foi destinada a fazer uma andlise descritiva da obra, andlise e
estudo de documentos sobre o desenvolvimento histérico dos conceitos matematicos envolvidos,
tendo como instrumento a anélise de conteddo. A etapa de cardter matematico consiste na analise
quanto a consisténcia e completude da obra, sendo que o instrumento utilizado foi a anélise de
conteddo. Por fim, a terceira etapa, a pedagdgica, foi composta pela elaboracdo do médulo de
ensino, cujo instrumento utilizado foi a andlise de conteido, e pela investigacdo das vantagens e
limitacdes do mddulo de ensino, fazendo uso da triangulacdo de trés instrumentos, a saber:
Questiondrio, Discussao Coletiva e Avaliacao Escrita.

Os dados obtidos na avaliagdo escrita foram analisados com base nos conceitos de

compreensdo instrumental e compreensao relacional propostos por Skemp (1980).
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2. CONFIGURACOES TEORICAS QUE SUSTENTAM O ESTUDO

O problema da nossa investiga¢do remete a um estudo relacionado com os Ternos Pitagoricos
e a Formacdo Inicial de professores, que por sua vez, a nosso ver, suscita de uma melhor
compreensdo de outros aspectos, a saber: Construtivismo e Histéria da Matematica como recurso
pedagdgico.

Acreditamos que a concep¢do sobre o que € a Matematica, as visdes sobre o que é
conhecimento matemdtico e como este € produzido, e as atitudes pedagdgicas, as quais
expressam um conjunto de valores morais e politicos, afetam a forma como ensinamos, €
influenciam diretamente os resultados da pesquisa. Com isso, no presente capitulo, tracamos um
didlogo com principios que acreditamos serem essenciais para promog¢do de uma Educacio
Matemética eficaz e proveitosa.

Em relacdo aos Ternos Pitagdricos, a discussdo consiste em fazer um levantamento sobre o
desenvolvimento histérico do Teorema de Pitdgoras, dando énfase aos Ternos Pitagdricos.
Particularmente, dentre todo o desenvolvimento histérico sobre os Ternos pitagdricos e o
Teorema de Pitdgoras que abordamos, enfatizamos a hipétese de van der Waerden-Seidenberg,
por acreditarmos que com ela podemos explicitar a possibilidade da utilizagdo dos Ternos
Pitagoricos, antes mesmo do conhecimento do Teorema de Pitagoras.

Por fim, apresentamos uma discussdo acerca da obra de Bahier (1916), Recherche
méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entier. Enfatizamos a referida obra
por se tratar de nosso principal referencial teérico matematico na elaboracdo do moédulo de

ensino.

2.1. A Matematica é pronta e acabada?

Os Parametros Curriculares Nacionais enfatizam a importancia da discussdo acerca da
natureza do conhecimento matematico, com a finalidade de identificar suas caracteristicas
principais e seus métodos particulares como base para a reflexdo sobre o papel que essa area
desempenha no curriculo. Fiorentini (1995) ressalta que além dele, varios outros educadores
matematicos, como Ernest (1991), Ponte (1992), Thompson (1984), Steiner (1987) e Zuniga

(1987), sustentam que “a forma como vemos/entendemos a Matemadtica tem fortes implicagcoes
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no modo como praticamos e entendemos o ensino da Matemdtica e vice-versa’.

Historicamente, na concep¢do platonica, a Matemadtica existe independente do homem, ndo
podendo ser inventada nem construida, sendo localizada no mundo das idéias. Acredita-se que os
objetos matematicos sdo pré-determinados e as idéias mateméticas existem em um mundo ideal e
estdo adormecidas na mente do homem.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998), a Matematica
caracteriza-se como uma forma de compreender e atuar no mundo e o conhecimento gerado nessa
area do saber como um fruto da construcdo humana na sua interagdo constante com o contexto
natural, social e cultural. Nesse contexto, acreditamos que a Matemdtica ndo é uma ciéncia
estdtica, pronta e acabada a ser memorizada, mas sim uma ciéncia viva, dindmica, construida
pelos homens ao longo dos tempos, conforme necessidades sociais, politicas e culturais, sempre
aberta a incorporagdo de novos conhecimentos.

Particularmente, em relagdo ao ensino, a visdo das idéias matematicas de forma estatica, a-
histérica e dogmatica, acarretam certos danos aos alunos, os quais atuam como meros repetidores
de procedimentos mecanicos, encontrando dificuldades em dar significado as atividades que lhe
sdo propostas na sala de aula de Matemadtica. Conforme enfatiza Fiorentini (1995), aprender
matemdtica ndo se dd através de memorizacdo de regras, procedimentos e principios
estabelecidos, com objetivos definidos de resolver exercicios e chegar a respostas corretas, mas
sim construindo os conceitos a partir de agdes reflexivas sobre materiais e atividades, ou mesmo
sobre suas proprias reflexdes, ou entdo daquele que acredita que se aprende problematizando
situagdes do dia-a-dia.

Por fim, considerando o objeto matematico como sendo produto da criatividade da mente de
cada individuo, isto acarreta conseqiiéncias importantes para a Educacdo Matematica. Segundo
Fossa (1998), tais conseqiiéncias sdo oriundas da visdo de Brouwer sobre a realidade matematica.
A primeira ressalta que cada aluno deve construir seus préprios conceitos matematicos
ativamente e a segunda refere-se a organizagdo do curriculo em consonédncia com a estrutura da
disciplina. Deste modo, os principios tedricos em relagdo a epistemologia do conhecimento,
necessitam estarem ancorados em uma teoria que priorize nao a transmissao e sim a construcao

do conhecimento, conforme verificaremos na préxima sessao.
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2.2 Construir ou transmitir conhecimento nas aulas de Matematica?

Jean Piaget (1896-1980), bidlogo e psicélogo, nascido na cidade suica de Neuchatel,
revolucionou as concepcdes de inteligéncia e de desenvolvimento cognitivo, partindo de
pesquisas utilizando como instrumento a entrevista clinica, definindo conhecimento em termos de
estruturas mentais e conceituando a abstragdo reflexiva. O construtivismo, postura
epistemologica, estudada por Piaget, baseada na idéia de que conhecer € construir, se distancia
claramente do empirismo e do racionalismo.

Enquanto que para os empiristas o conhecimento tem como fonte principal a experiéncia
adquirida em funcdo do meio fisico, sempre mediada pelos sentidos, para os racionalistas o
conhecimento parte do sujeito, podendo ser produzido por ele isoladamente do mundo. Em
contrapartida, o construtivismo se opde as teorias racionalistas e empiristas, ao afirmar que o
conhecimento ndo provém nem diretamente do mundo fisico, nem de mentes humanas isoladas
do mundo, e sim que a fonte do conhecimento € o sujeito reflexivo, o qual age com o meio a
partir de abstragdes reflexivas, realizadas mediante a constru¢do de relacdes entre objetos, acoes
ou mesmo entre idéias ja construidas.

Segundo Inhelder e De Caprona (1985):

Toda a obra de Piaget estd baseada na idéia de que o conhecimento
¢ construcio e, portanto, que o desenvolvimento cognitivo também
¢ uma longa e continua constru¢do de formas novas de
conhecimentos que ndo estdo presentes no sujeito (como ocorre
com os conhecimentos inatos) nem estdo no entorno (nos objetos
ou em formas transmitidas social e culturalmente). (INHELDER E
DE CAPRONA, 1985, apud MARTT,1998, p.45)

Para Piaget, o sujeito explora ativamente seu entorno criando, a partir de suas acdes, estruturas
internas que lhe permitem ir conhecendo o mundo de forma cada vez mais estdvel e objetiva.

Por sua vez, entende-se por desenvolvimento o processo de formagdo das estruturas
intelectuais e como aprendizagem a aquisi¢do de informacdo especifica do ambiente, assimilada
aos esquemas existentes. E valido ressaltar que aprendizagem é construgio e compreensio e nio
memorizagdo. A concepc¢do piagetiana de aprendizagem defende que sem aprendizagem o

conhecimento € bloqueado, mas s6 a aprendizagem, ndao faz o desenvolvimento. O
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desenvolvimento é a condicdo prévia da aprendizagem. A aprendizagem por sua vez, € a
condi¢do do avango do desenvolvimento. Em outras palavras, conforme enfatiza Inhelder (1977,
apud Marti, 1998), “aprender € proceder a uma sintese indefinidamente renovada entre
continuidade e a novidade”.

Um postulado bésico do construtivismo € o reconhecimento da importancia dos
conhecimentos prévios em qualquer aprendizagem nova, considerando que os individuos ndo sao
“caixas vazias”. Com isso, os professores devem criar situacdoes de aprendizagem em que as
concepgoes alternativas possam se manifestar e servir de orientagao.

Intencionando dar conta do aparecimento de conhecimentos novos a partir de conhecimentos
anteriores, Piaget pressup0ds a identidade de mecanismos funcionais: assimilagdo, acomodacao,
equilibracdo, ao longo de todo o desenvolvimento biolégico e mental, que garantem a
continuidade em nivel de funcionamento psicolégico (continuidade funcional); e supondo a
ruptura e apari¢cdo de formas de organizacdo cognitiva novas, porém integradas as anteriores
(descontinuidade estrutural). Segundo Marti (1998), os mecanismos responsdveis por essas
mudancas estudados de forma sistematica a partir da década de 1970, mostram o papel primordial
do sujeito: mecanismos de autoregulacdo, tomada de consciéncia, abstracdo reflexionante,
generalizacgdo, etc.

Ao investigar a natureza e a génese do conhecimento nos seus processos e estdgios de
desenvolvimento, em outras palavras, como o individuo aprende, o postulado construtivista
forneceu subsidios valiosos que geraram diversas orientagdes tedricas e aplicadas ndo s6 na
psicologia como também na pedagogia. Dentre as perspectivas que surgiram sob influéncia das
idéias piagetianas, destacam-se os construtivismos educativos, evolutivos, cognitivos,
terapéuticos, socioculturais, e até construtivismos inatistas. Tolchinsky (1998) ressalta que “para
o construtivismo em educacgdo, Piaget foi algo como Picasso para o construtivismo escultérico e
arquitetonico”. (Tolchinsky, 1998, p. 103)

Entretanto, ha topicos em que o construtivismo ndo deixa claro os conceitos envolvidos,
como por exemplo, os limites para dar conta da especificidade do conhecimento e de sua natureza
mediada. Conforme € destacado por Fossa (1998), no caso da Educacdo Matemadtica, se faz
necessario deixar claro alguns aspectos, a saber: matematica, linguagem, distin¢cdo entre memoria
€ imaginagao, e intui¢do.

Todavia, reconhecendo as limitagdes do construtivismo piagetiano, ndo intencionamos
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abandoné-lo. Segundo Marti (1998):

A concepgdo construtivista pode ter uma fungdo essencial na hora
de definir as linhas mestras de uma teoria, de uma pesquisa ou de
um programa de interven¢do no campo do desenvolvimento, do
ensino e da aprendizagem. (MARTI, 1998, p.67)

Sobretudo, mesmo que a obra de Piaget nao seja um tratado sobre educagdo, nos cabe reconhecer
que suas idéias no que diz respeito as questdes epistemoldgicas sdo de fundamental importancia
para entender e refutar varias visdes e teorias tradicionais relacionadas a aprendizagem.

Nesse contexto, dentre as posi¢des epistemoldgicas, enfatizamos o construtivismo radical,
tendo como principal tedrico Von Glasersfeld. O construtivismo radical é uma teoria do
conhecimento que fornece uma abordagem pragmdtica para questdes sobre a realidade, a
verdade, a linguagem e o entendimento humano. Entra em ruptura com a tradi¢do filoséfica e
propde uma concepg¢do do conhecimento que radica no ajustamento experiencial e ndo na verdade
metafisica.

No construtivismo radical, o sujeito epistemoldgico € construtor ativo do conhecimento e a
autonomia assume um valor muito importante dentro da sala de aula.

Particularmente, no caso da Educacdo Matematica evidenciamos a psicologia da
aprendizagem Matemadtica, tendo como um dos principais tedricos o matematico e psicélogo
inglés Richard Skemp. O referido tedrico estuda a aprendizagem e compreensao da Matematica,
considerando que os problemas de ensino-aprendizagem sdo psicolégicos, o que por sua vez
suscitam de um aprofundamento acerca de como se aprende.

Quanto as nog¢des de conceito e esquema, Skemp afirma que essas definicdes ndo sdo tdao
faceis de apresentar, visto que hd uma inter-relacdo entre ambas as nocdes. Skemp (1980)
considera que um conceito requer, para sua formacgao, certo nimero de experi€éncias que tenham
algo em comum e somente apds essa formacao € possivel falar de exemplos do conceito formado.
Se isso ocorre, € possivel organiza-los para formar estruturas conceituais denominadas esquemas.
Por sua vez, Skemp (1980) considera esquema como sendo uma estrutura de conceitos
relacionados pelo sujeito epistemoldgico. Um esquema € associado a um conjunto de idéias tendo
como funcdes, integrar o conhecimento existente € atuar como um instrumento mental para a
aquisi¢cdo de um novo conhecimento.

Skemp (1980) categoriza a aprendizagem dos conceitos matemadticos em dois niveis, a saber:
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o nivel de compreensdo instrumental e o nivel de compreensdo relacional. Enquanto que na
compreensdo instrumental ocorre a assimilacdo de algo novo sob um esquema simples, na
compreensdo relacional ocorre a assimilagdo de novos conceitos sob esquemas mais ricos,
conseqiientemente, nao tao simples.

Na compreensdo instrumental, o aluno domina uma colecao isolada de regras e algoritmos
aprendidos por meio da repeti¢do, sem estabelecer relacdes entre conceitos. J4 na compreensao
relacional o aluno é capaz de realizar uma grande variedade de atividades com criatividade e
inteligéncia, permitindo relacionar diferentes conceitos em um sé esquema.

Entretanto, € vélido ressaltar que compreensdo instrumental e compreensio relacional ndo
correspondem a dois tipos disjuntos de compreensdo, mas sim conforme destaca Fossa (2001)
dois estdgios de um mesmo processo de conhecimento, havendo uma seqiiéncia gradativa onde a
compreensdo instrumental se torna relacional.

Considerando que o conhecimento nio se transmite, se constroi, 0 conhecimento nao pode ser
despejado. E necessdrio, oportunizar, de fato, a sua constru¢io, somando em vez de sintetizar.
Com isso, o aluno ndo deve ser visto como uma testemunha, que contempla a solu¢cdo sem
davidas e obsticulos, e sim como protagonista no processo de conhecimento, podendo construir
seu proprio conhecimento.

Fossa (1998) destaca que o papel do professor consiste em organizar atividades estruturadas,
mostrar os erros através do uso de contra exemplos, estimular a criacdo de novos conceitos,
estimular abordagens diferentes e avaliar o aluno através do didlogo e de projetos.
Particularmente, a exibi¢do e exemplificacio devem preceder a descricdo, o que auxilia o
professor a levar o aluno a niveis sempre mais gerais de abstracdo. Sobretudo, o professor deve
fazer com que sua aula seja centralizada no aluno, o encorajando a desenvolver processos
metacognitivos.

Nesse contexto, ao avaliar, o professor ndo deve simplesmente se preocupar com o produto, e
sim com todo o processo, posto que a avaliacdo é uma parte integral do processo de conhecer.
Isto impulsiona a emergéncia do professor como pesquisador, sendo conveniente a utilizacao de
diversos métodos para descobrir o pensamento do aluno.

Em relacdo aos conteidos, eles sdo considerados como meios tteis, mas ndo indispensaveis
para a constru¢do e desenvolvimento das estruturas bdsicas da inteligéncia, dado que o

importante ndao € aprender isso ou aquilo, mas sim aprender a aprender e desenvolver o
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pensamento l6gico-formal. Por sua vez, recomenda-se que o curriculo deve ser organizado
segundo a estrutura da disciplina, cabendo revisdes periddicas para garantir a sua organizagao
correta segundo a estrutura da disciplina. Fossa (1998) ressalta que “a matemadtica deve ser
apresentada ao aluno de tal modo que reflita suas estruturas bésicas, como determinadas por
especialistas em matematica”.

Diante do exposto, no dmbito institucional da educacdo, € necessdrio respeito mutuo nas
relacdes professor-aluno e aluno-aluno, sendo levado em consideracdo as particularidades de
cada individuo, as valoriza¢des da independéncia e da autonomia, tendo como base o didlogo.
Segundo Confrey (1991, apud Fossa, 1998), “a autonomia pessoal é a espinha dorsal do processo
de construcao”.

Com isso, destacamos a valoriza¢do do principio ético fundamental, o que segundo Fossa
(2001), € “o desenvolvimento pleno da autonomia do individuo, pois € o individuo que € o centro
criador do nosso universo’.

Particularmente, a Etica constitui um dos temas transversais propostos nos Pardmetros
Curriculares Nacionais e reflete a preocupagdo com a constitui¢do de valores de cada aluno,
ajudando-o a se posicionar nas relacdes sociais dentro da escola e da comunidade como um todo.
Sio quatro blocos temadticos principais: respeito mituo, justica, didlogo e solidariedade. E a ética
que nos permite buscar critérios para definirmos o que é ser bom, correto e que nos fornece
explicacdes para nosso senso de dever ser moral.

Em relacdo ao ensino de Matematica, os Parametros Curriculares Nacionais, destaca que

... pode contribuir para a formacdo ética a medida que se direcione
a aprendizagem para o desenvolvimento de atitudes, como a
confianga dos alunos na prépria capacidade e na dos outros para
construir conhecimentos matemdticos, o empenho em participar
ativamente das atividades em sala de aula e o respeito ao modo de
pensar dos colegas. (BRASIL, 1998, p. 30)

A promocgido da participacao ativa dos alunos nas aulas de Matematica pode ser um importante
meio para estimular que os mesmos sejam autdnomos e criativos na constru¢ao do conhecimento.

Miguel e Miorim (2004) consideram que a finalidade da Educacdo matematica é

...fazer com que o estudante construa, por intermédio do
conhecimento matematico, valores e atitudes de natureza diversa,
visando a formagdo integral do ser humano e, particularmente, do
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cidadao, isto €, do homem publico. (MIGUEL E MIORIM, 2004,
p.71)

Desse modo, torna-se evidente o papel do ensino de Matematica perpassando os limites da mera
instrucdo e sendo um aliado para contribuir com a formagdo do aluno de um modo geral.

Em especial, ao formarmos alunos como pessoas capazes de refletir sobre os valores
existentes, capazes de serem criticos e fazer op¢des por valores que tornem a vida social mais
justa, é necessario promover a autonomia, a qual consiste em condi¢do essencial para estimular o
poder criativo e reflexivo dos alunos. Para que isso ocorra, € necessario que o professor valorize a
cooperacao entre os alunos como forma de aprendizagem e também como forma para

desenvolver todo o potencial humano de cada um, tendo como meio o didlogo.

2.3 Dialogo entre Historia e Educacao Matematica: muito além do carater motivacional

Com o intuito de tentar resolver problemas relacionados ao ensino de Matemdtica, hd
tendéncias metodoldgicas que contribuem para o entendimento e a solucdo de tais problemas,
proporcionando a efetivacdo de uma Educacdo Matemdtica com significado. Mendes (2006)
destaca seis tendéncias metodolégicas em Educacdo Matemadtica, a saber: 1. O uso de materiais
concretos € jogos no ensino de matemdtica; 2. Etnomatematica; 3. Resolucdo de problemas; 4.
Modelagem Matematica; 5. Historia da Matematica; 6. Computadores e calculadoras no ensino
de matematica.

Diante do exposto, com base em Mendes (2006), evidenciamos que ndo existe um caminho
que possa ser identificado como uUnico e melhor, sendo necessario que o futuro professor conhega
diversas possibilidades de trabalho em sala de aula, para construir sua pratica. Em relacdo as
caracteristicas, principios pedagdgicos e modos de abordagens, cada tendéncia apresenta suas
particularidades, cabendo ao futuro professor analisar as possibilidades de uso de cada uma delas.

E evidente a importincia de cada uma das tendéncias metodoldgicas citadas. Entretanto, no
presente estudo, proporcionaremos uma discussao acerca da participacao da Histéria no ensino de
Matematica, em especial, na formagao dos futuros professores de Matemadtica, enfatizando as
funcdes que a Histéria da Matematica desempenha, quando usada como recurso pedagdgico nas
aulas de Matematica. Sobretudo, por acreditarmos que o conhecimento matemédtico ndo € pronto

e acabado, sendo construido e modificado ao longo do tempo, acreditamos na potencialidade
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pedagdgica da insercdo da Histdria nas aulas de Matematica.

Quanto a Histéria da Matematica, os Pardmetros Curriculares Nacionais (Brasil, 1998)
denotam que através dela a Matematica é expressa como ‘“uma criacdo humana, ao mostrar
necessidades e preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos”. A nosso
ver, a Histéria da Matematica pode auxiliar na formagcdo do pensamento matemadtico, atuando
como fio condutor para explicar a propagacdo do pensamento matemdtico em diferentes
contextos culturais.

Nobre (1996) evidencia que o estudo da Histéria da Matemadtica permite ao professor
observar que, ao longo do tempo, dificuldades, erros e modificacdes fizeram parte da estruturacao
de muitos conceitos, até que esses chegassem a forma como sdo conhecidos atualmente. Outro
argumento dado com relacdo a importancia da Histéria para a Matematica € o de Heiede (1996).

Segundo Gutierre (2003, p.22),

Em seu artigo History of Mathematics and the teacher Heiede
argumenta que muitas pessoas parecem viver vidas ndo histdricas,
pois focalizam demais o presente, sem pensar no passado ou no
futuro. Ele afirma que no ensino da Matemadtica isso também
acontece, e a Histéria da disciplina acaba ndo sendo tratada como
deveria.

Sobretudo, a inclusdo da Histéria no ensino da Matemética pode contribuir para tornar as aulas
mais dindmicas e interessantes.

Gutierre (2003) analisou o processo de ensino-aprendizagem da Matemadtica que envolve a
Histéria da Matematica como recurso metodoldgico, destacando trés fungdes pedagdgicas que a
Histéria da Matemadtica cumpre neste processo, baseado no estudo realizado por Miguel (1993), o
qual apresenta treze fungdes. As trés fungdes destacadas por Gutierre (2003) s@o as seguintes:
motivacdo, significacdo e método. No presente estudo, teceremos idéias acerca das duas
primeiras fungoes.

A Histéria como fonte de motivacdo para o ensino-aprendizagem da Matematica é justificada
por promover o despertar do interesse do aluno em estudar o conteido matematico que lhe esta
sendo ensinado. Miguel e Miorim (2004) destacam que vdrios autores consideram que os textos
histéricos exercem um papel motivador no processo de ensino e aprendizagem da Matemética.

Entretanto, por provocar certo distanciamento do aspecto formal e rigoroso do conhecimento

matematico, o poder motivador é questionado por diversos autores. Miguel e Miorim (2004)
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contrapdem a existéncia de um suposto potencial motivador inerente a Historia, a partir de duas
consideracdes. A primeira delas destaca que se fosse esse o caso, o ensino da prépria Historia
seria automotivador. A segunda considera¢do € de cunho psicolégico, a qual aborda que a
motivagdo tem carater individual e nao universal e o que é motivador para um individuo pode nao
ser para outro.

Outro ponto a ser destacado é o dado por Nobre e Baroni (1999), ao destacarem a necessidade
de se ter cautela, para ndo incorrer no erro de simplesmente assumir a Histéria da Matemaética

como elemento motivador ao desenvolvimento do contetido. Segundo os autores,

Sua amplitude extrapola o campo da motivagdo e engloba
elementos cujas naturezas estdo voltadas a uma interligacdo entre o
conteudo e sua atividade educacional. Essa interligacdo se fortalece
a partir do momento que o professor de matemadtica tem o dominio
da histéria do conteddo que ele trabalha em sala de aula. (NOBRE
E BARONI, 1999, p.132)

A medida que o professor conhece a histéria do conteido a ser trabalhado a motiva¢do nao € o
unico fator responsdvel para a insercdo da histéria no ensino da Matematica. Nesse caso, a
propria estrutura do conhecimento matematico, histdrica e continua fortalece o uso.

Fossa (2001) e Miguel (2003, apud Gutierre 2003) designam como Uso Ornamental e
Histoéria-Anedotdrio, respectivamente, exemplos do uso da Histéria como elemento motivador.
Miguel (2003, apud Gutierre 2003) enfatiza a histéria-anedotario como sendo um contraponto aos
momentos formais do ensino, que exigem grande dose de concentracio e esfor¢o por parte do
aprendiz. Por sua vez, para Fossa (2001), o Uso Ornamental por apenas enfocar notas histdricas,
requer a delimitacdo do seu papel “para evitar falsas expectativas e, a0 mesmo tempo, aproveitar
ao maximo tudo que seu o uso nos tem a oferecer”.

Nesse contexto, em contraposi¢do a simples acumulag@o de fatos e as informacdes historicas
de natureza estritamente factual, encaradas como meros acessOrios ou ornamentos, emerge a
visao da Histéria como um instrumento que pode promover significado e compreensdao no
processo de ensino-aprendizagem da Matematica. Desse modo, a Histéria deixa de ser vista além
da func¢do motivadora, assumindo a possibilidade de contribuir para com a ampliagdo do proprio
conhecimento matematico.

Ao se utilizar o processo de ensino e aprendizagem da Matematica que visa a compreensao e
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a significacdo, Miguel e Miorim (2004) enfatizam que € necessario levantar e discutir os porqués,
o que segundo os referidos autores, sdo as “razdes para a aceitacdo de certos fatos, raciocinios e
procedimentos por parte do estudante”. Jones (1969, apud Miguel e Miorim 2004) aponta que os
porqués cronoldgicos, os porqués logicos e os porqués pedagdgicos, devem ser levados em
consideragdo por todos os que se propdoem a ensinar Matemadtica, sendo que os porqués
cronoldgicos se justificam por razdes de cunhos historico, cultural, casual e convencional, os
porqués logicos se justificam em decorréncia légica de proposicdes previamente aceitas e os
porqués pedagdgicos se justificam por razdes de ordem pedagdgica.

Por sua vez, em relagcdo a participacdo da Histéria da Matemdtica na formagdo do professor
de Matematica, tedricos como, Miguel e Miorim (2004), Miguel e Brito (1996) defendem a
necessidade de fazer com que a Histéria da Matemdtica participe de forma organica,
proporcionando historicidade nas disciplinas de contetido especifico. Os ultimos afirmam que

uma participagdo organica da Histéria na formacao do professor

. conceberia a Histéria como fonte de problematizacdo que
deveria contemplar as vdrias dimensdes da Matematica (logica,
epistemoldgica, ética, estética, etc.) e da Educacdo Matemadtica
(psicoldgica, politica, axioldgica, didatico-metodoldgica, etc.), o
que remeteria, inevitavelmente, os formadores de professores a
destacar e discutir com seus alunos as relagdes de influéncia
reciproca entre matemdtica e cultura, matemadtica e sociedade,
matematica e tecnologia, matemadtica e arte, matemadtica e filosofia
da matemdtica, etc. (MIGUEL E BRITO, 1996, p.49)

Desse modo, a matemadtica dialoga com os demais campos do saber, levando em consideracao as
particularidades de cada um.

Contudo, além das vantagens, também se faz necessdrio considerar alguns empecilhos ao uso
didédtico da Histéria da Matematica. Miguel e Miorim (2004) destacam a auséncia de literatura
adequada, a natureza impropria da literatura disponivel, a histéria como um fato complicador e a
auséncia do sentido de progresso histérico. Entretanto ha outros, tais como a questdo de cunho
filos6fico que envolve a idéia de que Histdria ndo € Matemitica, a falta de destreza de habilidade
do professor e também o fato de haver estudantes que ndo gostam de Historia e, por conseguinte,
de Histéria da Matemaética. Entretanto, Miguel e Miorim (2004) ressaltam que esses argumentos
ndo devem ser considerados como enfraquecedores e sim pontos de partida para estimular o

desenvolvimento de novos estudos e pesquisa, na tentativa de sanar tais dificuldades.
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Muitos tedricos discutem acerca da instrumentalizacdo didética da Histéria da Matemaética.
Miguel e Miorim (2004), por exemplo, ressaltam que a histéria deve ser utilizada levando em
consideragdo que nao € um objeto de uso, e sim um campo de didlogo. Por sua vez, Nobre e

Baroni (1999) tecem o seguinte comentario:

Ha que se ter cautelas quando se trata de ‘propor o trabalho em
sala de aula, nas aulas de Matemadtica, com a utiliza¢dao da Histdria
da Matematica’. A Historia da Matemadtica, assim como a Analise,
a Algebra, a Topologia etc., é uma drea do conhecimento
matemdtico, um campo de investigacdo cientifica, por isso é
ingénuo considerd-la como um simples instrumento metodolégico.
(NOBRE E BARONI, 1999, p.130)

Com isso, se torna insuficiente que o professor apenas conheca o conteido matematico a ser
trabalhado. Faz-se necessario que o mesmo também conheca a histéria do contetido matematico a
ser trabalhado.

Com isso, destacamos a necessidade de substituir a idéia e a pratica de que a Histéria da
Matemadtica ¢ um mero elemento motivador em pela idéia e pratica da Histéria da Matemadtica
como uma fonte de atividades matemdticas, cujos conceitos e problemas histéricos sejam
elementos integradores. Fossa (2001) indica o Uso Ponderativo, no qual a Histéria da Matemaética
€ utilizada para ensinar os proprios conceitos da Matemadtica, proporcionando significado na
aprendizagem Matemdtica. O Uso Ponderativo se subdivide em Uso Novelesco e Uso Episddico,
sendo que o Uso Novelesco € quando ha ocorréncia da Histéria da Matemadtica durante toda a
disciplina e o Uso Episddico é quando se aborda alguns tépicos. Nos usos novelesco e episédico
ocorre o que Fossa (2001) designa de Uso Manipulativo.

Fossa (2001) destaca que o Uso Manipulativo se dd através de atividades estruturadas
utilizando materiais manipulativos, no qual a Histéria da Matemadtica emerge como uma fonte
rica em matéria prima para o desenvolvimento de tais atividades. O referido autor enfatiza que as
atividades estruturadas podem ser destinadas tanto as aulas conduzidas usando o método de
redescoberta quanto a elaboracdo de exercicios de fixagdo ndo rotineiro.

Diante do exposto, as atividades estruturadas que envolvem a Histéria da Matematica se
apresentam como uma ferramenta capaz de desenvolver um ensino de Matematica compreensivo,
significativo e dindmico para o aluno. Com relacdo a tais atividades, Mendes (2006), enfoca a

elaboracdo e utilizacdo de textos de Histéria da Matematica como elemento de superacdo das
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dificuldades encontradas por professores de matemdtica com relacdo aos conteidos que

ministram em suas salas de aula. Conforme o referido autor

A utilizag@o da histéria no ensino da matemdtica surge como uma
proposta que procura enfatizar o cardter investigatério do processo
de construgdo do edificio matematico, podendo levar os estudiosos

N

dessa drea de pesquisa a elaboracdo, testagem e avaliacdo de
atividades de ensino centradas na utilizacdo de informagdes
histéricas relacionadas aos tdpicos que pretendem ensinar.
(MENDES, 2006, p.55)

O cardter investigatério que é estimulado pela utilizacdo da histéria no ensino de matematica, é
de grande importancia para o professor, dado a complexidade da prética docente.

Nesse contexto, se torna evidente a necessidade das atividades serem desenvolvidas na sala
de aula pelos proprios alunos, trabalhando em pequenos grupos, estimulando a curiosidade e a
criatividade por parte dos integrantes do grupo. Outro ponto a ser destacado é a necessidade da
realizacdo de registros por escrito dos resultados das atividades.

Posto que as atividades histéricas requerem a participacao efetiva do aluno na construcdo do
seu conhecimento, evidencia-se a perspectiva construtivista de ensino, na qual ha a valorizacao
dos conhecimentos prévios dos alunos, bem como a promocdo da investigacdo por parte dos

mesmos.

2.4 Teorema de Pitagoras e Ternos Pitagoricos antes e depois de Pitagoras

Pitagoras (cerca de 572 - 497 a.C), filésofo e matematico, nascido em Samos, ilha grega no
mar Egeu, viajou pelo Egito e Babildnia, e segundo alguns historiadores, possivelmente foi até a
India, mesmo que isso seja pouco provavel. A escola fundada por ele, Escola Pitagérica, secreta e
a0 mesmo tempo comunitdria, onde conhecimento e propriedades eram comuns, possuia bases
religiosas, matematicas e filoséficas. Boyer (1996) afirma que “nunca antes ou depois a

matematica teve um papel tdo grande na vida e na religido como entre os pitagoricos’.
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Figura 1: Escultura de Pitdgoras.’

Boyer (1996) ressalta que Pitdgoras morreu em 500 a.C. aproximadamente, na antiga cidade
grega de Metaponto. A tradi¢ao diz que nao deixou obras escritas, mas suas idéias foram levadas
adiante por um grande ndmero de discipulos. Entretanto, conta-se que Aristételes escreveu uma
biografia dos pitagdricos, embora esta se tenha perdido.

Os gregos aprenderam depressa como passar a frente de seus predecessores, ndo hesitando em
absorver elementos de outras culturas. Sobretudo, conforme destaca Boyer (1996), a tudo o que
tocavam davam mais vida. Em todas as dreas do pensamento que se propuseram a trabalhar
realizaram feitos que marcaram definitivamente a historia da humanidade.

N

Particularmente, em relacdo as contribuicdes de Pitdgoras a matemdtica, Thomas (1939),

13

enfatiza que: “... transformou essa ciéncia numa forma liberal de instru¢do, examinando seus
principios desde o inicio e investigando os teoremas de modo imaterial e intelectual”. (Thomas,
1939, apud Boyer, 1996, p. 33). Dentre as contribui¢des dos pitagoricos, destacamos umas das
proposi¢des mais importantes de todo o campo da Geometria, o Teorema de Pitdgoras, o que
justifica a denominacdo Teorema de Pitdgoras. Segundo uma lenda, quando Pitdgoras
demonstrou o Teorema, ficou tdo vislumbrado que ordenou que bois fossem sacrificados aos
deuses. Entretanto, isso ndo € possivel, uma vez que os principios vegetarianos eram adotados

pelos membros da escola pitagérica.

! Fonte: http://filosofiacienciaevida.uol.com.br/ESFI/Edicoes/21/artigo77246-1.asp.
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Matematicamente, trés ndmeros inteiros positivos que satisfazem a relacdo a?+b? = ¢? s@o
chamados Numeros Pitagéricos ou Ternos Pitagéricos. Um Terno Pitagérico primitivo é um
Terno Pitagérico em que os trés nimeros sdo primos entre si. O menor Terno Pitagdrico
primitivo é o (3, 4, 5), posto que 32+4?=52. Se (a,b,c) € um Terno Pitagérico, entdo (ka,kb,kc)
também € um terno pitagdrico, para qualquer nimero natural k.

Particularmente, hd duas férmulas paramétricas atribuidas aos gregos que geram Ternos
Pitagoricos, a saber: formula de Pitdgoras e formula de Platdo. Na primeira temos que (2n+1,
1/2(2n+1)2—1/2, 1/2(2n+1)2+1/2), para todo n natural. Essa férmula gera todos os Ternos Pitagéricos,
em que os dois ultimos termos sdo consecutivos, como por exemplo, os ternos (3, 4, 5) e (5, 12,
13). Na segunda, temos que (2n, n2—1, n2+1), para todo n natural maior que 1. A referida férmula
gera todos os Ternos Pitagéricos, em que os dois ultimos termos sdo dois impares ou pares
consecutivos, como por exemplo, (4, 3, 5), (6, 8, 10) e (8, 15, 17).

Fossa e Erickson (2004) investigaram as duas férmulas e concluiram que as férmulas foram
casos especiais de uma outra férmula bem conhecida na Antigiiidade, a férmula paramétrica

2—mz, n2+m2), onde n, me N com n>m). A férmula

babilonica em duas variadveis, a saber: (2nm, n
gera todos os Ternos Pitagoricos, incluindo todos os gerados pelas férmulas de Pitdgoras e de
Platdo. Segundo Fossa (no prelo), isto indica que as férmulas gregas foram derivadas da férmula
babilonica para que tridngulos com certas propriedades fossem escolhidos do universo de

tridngulos pitagoricos.

2.4.1Teorema de Pitagoras e Ternos Pitagoricos antes de Pitagoras

Para Fossa (no prelo), é importante reconhecer que conhecimento de Ternos Pitagdricos ndo
necessariamente implica em conhecimento do Teorema de Pitdgoras. Fossa (no prelo) enfatiza
que varios historiadores tém ressaltado que um povo ou outro conheceu alguns Ternos
Pitagéricos mas, no entanto, nao ha qualquer evidéncia que conheceu o Teorema de Pitagoras.

Os babilonios dos tempos de Hamurabi (1700 a.C.), j4 conheciam o fato de que em um
tridngulo retangulo, a soma do quadrado das medidas dos catetos € igual ao quadrado da medida
da hipotenusa. O Plimpton 322 (figura 2), tablete de argila encontrado na Babilonia, utilizado
entre 1900 a 1600 a.C, tabua pertencente a colecdo G.A Plimptom da Universidade de Columbia,

catalogada sob o nimero 322, possui seqiiéncias de ndmeros correspondentes aos Ternos
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Pitagoricos.

Figura 2: Plimpton 3222

Em especial, com relac@o ao tridngulo pitagdrico de lados 3, 4 e 5, Fossa (no prelo), destaca

que

E o tinico para que os lados sdo niimeros consecutivos. Sua drea é
6, o préximo nimero da seqiiéncia numérica, e seu perimetro é
duas vezes sua drea. O produto dos seus lados € 60, 6 vezes sua
drea e a base do sistema de numeracdo babildnico. Mais
interessante ainda, o produto dos lados de qualquer tridngulo
pitagérico € divisivel por 60 = 3x4x5. (FOSSA, no prelo)

Essas relacdes do menor tridngulo pitagérico (3, 4, 5) com o nimero 60, base do sistema de
numerac¢do babildnico, pode ser uma justificativa plausivel para entender o fato de que esse caso
particular era conhecido pelos babilonios antes dos pitagdricos.

Particularmente, alguns historiadores acreditam que os antigos egipcios, antes da era crista,
sabiam que pelo menos o tridngulo de lados 3, 4 e 5, possui um angulo de 90 °. De fato, eles
utilizavam uma corda’ com treze nés uniformemente espacados (figura 3), sendo que
determinavam um angulo reto ao unir o primeiro né com o ultimo e esticando a corda. Acredita-
se que isso permitiu que os antigos egipcios estabelecessem as bases para as suas construgdes

com precisao.

* Fonte: http://en.citizendium.org/wiki/Number_theory.
? Os esticadores de cordas utilizavam as cordas para tracar as bases de templos e para realinhar demarcacdes
apagadas de terra.
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Figura 3: Formacdo do tridngulo (3, 4, 5)
utilizando a corda de 13 nés.

Entretanto, diversos historiadores mateméticos como Eves (1997) e Boyer (1996) ressaltam
que nos papiros que chegaram até nés, ndo ha prova que os egipcios tinham conhecimento do
Teorema, nem muito menos que eles pudessem demonstra-lo.

Diante do exposto, emerge a hipdtese de van der Waerden-Seidenberg, a qual atribui
conhecimento do préprio Teorema de Pitdgoras a alguns matemadticos pré-histéricos. A referida
hipétese discute a presenca do Teorema de Pitdgoras e dos Ternos pitagdricos em construgdes
antigas. Afirma que em parte, os tridngulos pitagoéricos tiveram um papel fundamental na
matemadtica pré-historica.

A hipdétese de van der Waerden-Seidenberg € pautada em trés “descobertas”, a saber:

DI1. As trés tradi¢des matematicas — a hindu, a grega e a babildonica — tiveram uma origem
comum, na qual uma das preocupagdes centrais foi a constru¢ao de altares, usando o Teorema de
Pitagoras.

D2. O préprio Van der Waerden depois de fazer um estudo comparativo sobre a matematica
chinesa, e a matematica babilonica, chegou a conclusdo de que essas duas matematicas também
tiveram uma origem comum na matemadtica pré-babildnica. De novo, o Teorema de Pitdgoras
desempenharia um papel importante na matematica pré-babildnica.

D3. As constru¢gdes dos monumentos megalliticos4 tiveram significancia na demarcacgdo de
certos eventos astrondmicos (por exemplo, os equindcios) e, € possivel que tenham sido
construidas utilizando-se o Teorema de Pitdgoras.

Segundo Fossa (no prelo), Van der Waerden, juntando as trés “descobertas”, especulou que as

* Monumento megalitico, ou megilito, do grego mega, megalos, grande, e lithos, pedra, designa uma construgdo
monumental com base em grandes blocos de pedras rudes.
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tradi¢des matematicas das vdrias culturas mencionadas anteriormente tiveram uma tnica origem
numa teoria matematica consistente e relativamente bem articulada, contendo, como um contetido

central, o Teorema de Pitdgoras.

2.4.2 Teorema de Pitagoras e Ternos Pitagoricos depois de Pitagoras

Com relac@o as demonstracdes do Teorema de Pitdgoras, Lorenzoni e Silva (2002), destacam
que Elisha Scott Loomis, professor de Matemdtica americano, na segunda edi¢do do livro The
Pythagorean Proposition, apresentou 370 demonstracdes diferentes. Em particular, os referidos
autores ilustram diferentes demonstragdes de matematicos estrangeiros e também de brasileiros -
professores de Matematica, autores de livros didéticos e alunos.

Evidentemente, desde a Antiguidade, muitas demonstracdes vém sendo propostas para o
Teorema de Pitdgoras. Nesse contexto, muitos pesquisadores, em especial, Lorenzoni e Silva
(2002), defendem que uma das mais antigas e conhecidas é a que aparece no livro I dos
Elementos de Euclides, escrito por volta do ano 300 a.C.

A proposicdo [ 47 € o Teorema de Pitdgoras com uma demonstragdo atribuida universalmente
ao proprio Euclides e a proposicao final, I 48, é o reciproco do Teorema de Pitdgoras.
Curiosamente, a demonstracdo do Teorema de Pitdgoras dada por Euclides representada pelo

diagrama da figura (4), € conhecido as vezes como capelo franciscano ou cadeira de noiva.

i} L E

Figura 4: Representacdo utilizada por Euclides

Particularmente, o gedmetra grego Papus, apresentou uma generalizacdo elementar do

Teorema de Pitdgoras. Entretanto, ndo se sabe se tal generalizacdo é mesma de Papus. Boyer
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(1996) enfatiza que hé possibilidades de que Heron jé a conhecia.

Fermat, considerado o fundador da moderna Teoria dos Numeros, realizou estudos utilizando
os ndmeros perfeitos e amigaveis, nimeros figurados, quadrados maégicos, ternos pitagoricos,
divisibilidade, e acima de tudo, nimeros primos. Em especial, o chamado Ultimo Teorema de
Fermat, segundo o qual questiona-se sobre a possibilidade da “soma de dois cubos resultar em
um cubo”, em outras palavras, se é possivel existir um terno de ndmeros inteiros (m, n, p) tal que

m3+n3 = p3, indiscutivelmente, teve como fonte inspiradora o Teorema de Pitdgoras.

2.4.3 Importancia do Teorema de Pitagoras e dos Ternos Pitagoricos

Modenarmente, nao s6 matemadticos e estudiosos se preocuparam em oferecer uma
demonstracdo ao Teorema de Pitdgoras. Dentre os que ndo sdao matematicos, destacamos
Leonardo da Vinci (1452-1519 e o presidente americano James Abram Garfield (1831-1881).

Dois exemplos do reconhecimento ndo sé da fama, como também da importincia do
Teorema de Pitdgoras, foi que em 1955, a Grécia emitiu um selo (figura 5) para comemorar o
2500° aniversdrio de Pitdgoras e em 1971 na Nicardgua, ocorreu o langamento de uma série de
selos postais para homenagear as dez férmulas matematicas mais importantes do mundo, sendo

que um dos selos é dedicado ao Teorema de Pitagoras.

Figura 5: Selo em homenagem ao 2500° aniversario de Pitdgoras’

Eves (1997) tece o seguinte comentdrio com relacdo a homenagem realizada pela Nicardgua:

> Fonte: http://www.malhatlantica.pt/mathis/problemas/pitagoras/pitagoricos.htm.
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Deve ser extremamente gratificante para cientistas e matematicos
ver suas formulas assim homenageadas, pois essas férmulas
certamente contribuiram muito mais para o desenvolvimento da
humanidade do que os feitos de reis e generais que muitas vezes se
estampam em selos postais. (EVES,1997, p. 347)

Forte indicio da influéncia da matemadtica e da ci€ncia na sociedade.

Com relagdo as aplicacdes, o Teorema de Pitdgoras e os Ternos Pitagéricos sdo empregados
na solu¢do de inimeros problemas praticos, em especial, na engenharia civil. Sobretudo, por
conta da rigidez do triangulo hd sua presen¢ca em muitas estruturas de madeira ou ferro em
construgdes, como por exemplo, a tesoura do telhado® (figura 6) e a porteira de fazenda com

travessa (figura 7).

CUMEEIRA

o CAIRRD
TERCAS

TELHA

RIPAS

FRECHAL| TESTOURA TESTURA FRECHAL

Figura 6: Armacdo de um telhado’

Figura 7: Porteira de fazenda com travessa®

® Estrutura feita com vigas de madeiras, principal elemento de sustentacio, o qual transfere o peso do telhado para os
pilares ou paredes da casa.

’ Fonte: http://www.cesec.ufpr.br/~tc407/00/aulas/11.html.

¥ Fonte: http://www.centraldocampo.com.br/construcao_itabira.htm.
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Particularmente uma aplicacdo dentro da propria Matematica € o cédlculo da diagonal de um
quadrado cujo lado tem medida / (figura 8). A diagonal divide o quadrado em dois tridngulos

retangulos iguais, cujos catetos medem / e cuja hipotenusa € igual a diagonal d do quadrado.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras temos: 2 =P+1? > d* =22 > d= 22 > d =1 V2

-

Figura 8: Diagonal de um quadrado

Um dado importante, € que o Teorema de Pitdgoras pode ser considerado um caso particular
das leis dos cossenos’.

Por fim, outra aplicacdo € o cdlculo da distancia entre dois pontos, de fundamental
importancia para a Matematica e para a Fisica. A distincia d entre os pontos A e B € a medida do

segmento. Como o tridngulo destacado (figura 9) € retangulo, posto que a distancia € a hipotenusa

do referido triangulo, aplicando o teorema de Pitdgoras temos: d = \/ (x,—x,)+( y,~y ).

9 ¢2 = @2+b?>-2abcosC.
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i

F

Figura 9: distancia entre dois pontos.

2.5 Apreciacao da obra Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en

nombres entiers

A presente sessdo € destinada a apresentarmos uma descri¢do da obra intitulada Recherche
méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers, nossa principal fonte na
elaboracdao do médulo de ensino.

A obra Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers, de
autoria do francés Eugene Bahier , data de publicacdo 1916, é constituida de 266 péginas, sendo
organizada em introdu¢do seguida de nove capitulos, trés tdbuas numéricas e um indice que se
encontra no final da obra. Por ndo termos acesso a uma versao impressa, dispomos de uma versao
eletronica. Em relacdo as credenciais do autor, a Unica informacgdo que temos € que ele era um
engenheiro.

O problema apresentado na referida obra € as propriedades dos grupos dos trés nimeros
inteiros que satisfazem a relacdo a?+ b? = c2. Bahier (1916) justifica que apesar de aparentemente
futeis e da provavel falta de aplicacdes praticas, varios desses problemas ja se encontram em
obras de ilustres personalidades, como por exemplo: Platdo (427-347 a.C), Pitdgoras (cerca de
572-497 a.C), Euclides (cerca de 323-285 a.C ), Diofanto (séc. IV d.C), Bachet de Meziriac
(1581-1638), Fermat (1601-1655), Frenicle de Bessy (1605-1675). Ele considera que
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recentemente, os progressos advindos da Teoria dos Numeros por Euler (1707-1783), Lagrange
(1736-1813), Legendre (1752-1833), Gauss (1777-1855), etc., tem permitido oferecer elegantes
solugdes a certas propriedades do tridngulo retangulo em nimeros inteiros.

Além das personalidades citadas anteriormente, Bahier (1916) destaca Edouard Lucas (1842-
1891), o qual tratou de muitos problemas sobre tridngulos retangulos em ndmeros inteiros ao
longo de sua obra sobre a Teoria dos Numeros. Particularmente, Bahier foi aluno de Edouard
Lucas, o que nos leva a acreditar que esta tenha sido a fonte inspiradora e motivadora para que
Bahier escrevesse a obra que analisamos.

Bahier (1916) une nessa obra os mais notdveis dentre 0os numerosos problemas aos quais
pouco se ocasionou a Teoria dos Tridngulos Retadngulos em nimeros inteiros, que ja se
encontram indicados nas obras dos sdbios, cujos nomes foram citados.

O Capitulo I da obra € reservado para destacar algumas no¢des bdsicas e definicdes que sdo
necessarias para compreender o conteido da obra. Primeiramente é explicitada a defini¢do de
triangulo retdngulo em niimeros inteiros, como sendo um tridngulo retangulo de forma que seus
trés lados sdo expressos por ndmeros inteiros. Por conseguinte, € apresentado a definicdo de
relacdo primitiva ou tridngulo primitivo. E no Capitulo I, que sdo enunciados e demonstrados os
dois primeiros teoremas apresentados na obra, além da apresentacdo da importante relacio
fundamental para encontrar todos os tridngulos por meio de dois nimeros geradores. Em
decorréncia do exposto, Bahier encerra o capitulo com a apresentacdo de sete propriedades
imediatas dos tridngulos primitivos.

O Capitulo II consideramos como um dos mais importantes. Nele é destacada a generalidade
da relacdo fundamental e apresentado alguns casos particulares, que nos conduzem a
possibilidade de construir uma Tédbua que agrupa valores associados de a, b e ¢, em funcdo do
numero gerador x, permitindo calcular facilmente, os sucessores, considerando 1 <x <25.

Por sua vez, o terceiro capitulo é destinado a apresentar treze propriedades do nimero ¢, ou
seja, da hipotenusa. Entretanto, dentre as treze propriedades somente uma, a oitava, ¢ enunciada
diretamente. As demais aparecem implicitas, nos enunciados de sete teoremas e de cinco
problemas, o que particularmente, consideramos como uma boa maneira de envolver o leitor.
Outro ponto a ser destacado no referido capitulo, € que em muitos desses teoremas e problemas,
Bahier deixa explicito quais deles foram motivos de estudo e interesse de ilustres personalidades,

como por exemplo, Fermat e Euler.
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O Capitulo IV tem sua particularidade, por ser destinado a apresentar uma discussao contendo
ndo sé a Algebra, como também a Geometria. Bahier expressa alguns elementos notéveis, em
funcdo dos nimeros geradores, tais como os lados do tridngulo retangulo, perimetro, drea, altura
relativa a hipotenusa, raios dos circulos inscritos e circunscritos, bissetriz. Em especial, o
Teorema de Fermat: “A drea do tridngulo retangulo em ndmeros inteiros nunca serd um nimero
quadrado, nem a metade de um nimero quadrado”, é enunciado e demonstrado no referido
capitulo. Bahier nos apresenta uma demonstracao por absurdo, utilizando algumas informagdes
dadas por Fermat, priorizando os tridngulos primitivos, uma vez que demonstrado para os
primitivos, o teorema também € valido para os secunddrios.

O quinto Capitulo é destinado a retratar o problema: “Encontrar todos os tridngulos
retangulos em ndmeros inteiros nos quais a diferenca dos catetos € igual a um nimero dado”.
Bahier acredita que antes da publicacdo dessa obra, apenas sdo indicadas solugdes especificas
deste problema e que nenhum método geral de investigacdo, como o proposto por ele, ainda nao

tinha sido publicado.

No sexto Capitulo, Bahier enuncia e soluciona trés problemas relacionados ao perimetro. O
primeiro problema propde pesquisar os tridngulos cujo perimetro e a drea sdo expressos pelo
mesmo nimero. O segundo problema € destinado a pesquisar os triangulos retangulos a partir de
um ndmero dado para o perimetro, em diversos casos particulares, considerando p como sendo o
produto de fatores primos. O ultimo problema apresentado no referido capitulo, propde
determinar os tridngulos retangulos cujo perimetro € expresso por um nimero quadrado. Em
suma, Bahier ndo tem o propdsito de pesquisar se existe um ou varios triangulos que satisfazem o
problema em questdo, e sim, determinar para quais valores atribuidos aos nimeros geradores x e
y, o tridngulo retdngulo gerado terd como perimetro um nimero quadrado.

No sétimo Capitulo, Bahier enuncia e soluciona trés problemas relacionados a area. O
primeiro problema apresentado intenciona formar grupo de trés triangulos cujas dreas sao iguais.
O segundo problema consiste em pesquisar sobre n tridngulos retangulos que possuem a mesma
superficie. O dltimo problema apresentado no referido capitulo, que foi motivo de interesse de
Fermat, é o seguinte: Encontrar trés tridngulos retangulos em nimeros inteiros cujas dreas sao os
lados de um quarto tridngulo retangulo. A demonstragdo apresentada por Bahier é baseada em
algumas consideracdes dadas por Fermat, ao solucionar esse problema.

O pentiltimo Capitulo é composto por uma diversidade de problemas. Os dez problemas que
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sdo apresentados obedecem a seguinte estrutura: enunciado, generalizagdes, estudo de casos
especificos, exemplos numéricos, salvo em alguns casos.

No ultimo Capitulo o autor nos apresenta um estudo das solucdes em nimeros inteiros da
equagdo indeterminada a?+b%*+c?2 = d?. Segundo Bahier, esse problema € apresentado com o
mesmo interesse que foi dado a pesquisa das solu¢cdes em nudmeros inteiros da equacgdao
indeterminada a dois termos, a?>+b? = 2, e suas propriedades. Além disso, ele afirma que nesse
problema também ha facilidade em estabelecer que um valor qualquer tomado como valor de «,
sempre corresponderd a um ndmero ilimitado de grupos de valores para b, ¢, e por conseqiiéncia,
d. Analogamente ao problema onde o foco era a relacio a?+b? = 2, nesse capitulo sdao
determinadas as condicdes dos termos a e b, na equacdo a*+b%+ ¢? = d?, devendo considerados
trés casos, a saber: um dos dois nimeros é impar; todos os dois sdo simplesmente pares; todos os
dois sdos multiplos de 4. Além disso, € estabelecido que a, b, e ¢ ndo podem ser todos os trés
impares. Outro ponto discutido, € a interpretacdo geométrica da relacdo a?+b? = ¢2, a qual nos
conduz aos nimeros d dos nimeros diagonais. Com isso, a pesquisa da equacdo a?+b*+ 2 = d?,
parte do nimero diagonal d.

Em anexo, Bahier nos apresenta trés tdbuas numéricas, cujos contetidos descreveremos a
seguir.

Tébua I: todos os tridngulos primitivos a?+b? = ¢2, em nimeros inteiros, obtidos a partir do
valor de a ou de b entre 2 e 301.

Tébua II: todos os tridngulos a?+b? = ¢2, em niimeros inteiros, obtidos com a ou b igual a 840.

Tébua III: valores dos primeiros termos das seqiiéncias conjugadas > e Y, e das seqiiéncias
derivadas de T e T’, pelos diversos valores de p = 8¢g +/- 1 até p = 113.

O quadro a seguir, nos apresenta, de forma concisa, uma descri¢do do conteddo matematico

dos nove capitulos e das trés tdbuas numéricas contidas na obra.
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Quadro 1: Contetido matematico da obra

RECHERCHE METHODIQUE ET PROPRIETES DES TRIANGLES
RECTANGLES EN NOMBRES ENTIERS

Capitulo I: Définitions et propriétés fondamentales

[Definicodes e propriedades fundamentais]

o Definicdes de: tridngulo retangulo em nimeros inteiros, relacdo primitiva ou
triangulo primitivo, relagdo secundéria ou tridngulo secundario;

o Enunciado e demonstracao de dois teoremas;

o Relacdo fundamental para encontrar todos os tridngulos por meio de dois
ndmeros geradores;

o Sete propriedades imediatas dos tridngulos primitivos;

Capitulo II: Recherche méthodique des triangles primitifs

[Pesquisa metddica de tridngulos primitivos]

o Generalidade da relagao fundamental;
o Alguns casos particulares, a partir da relacio fundamental;
o Construcdo de uma Tabua que determina todos os tridngulos primitivos, para

os valores impares de al 0;

Capitulo III: Quelques propriétés des nombres hypoténuses
[Algumas propriedades das hipotenusas]

o Treze propriedades do nimero ¢, ou seja, da hipotenusa;

Capitulo I'V: Quelques propriétés géométriques des triangles rectangles en
nombres entires

[Algumas propriedades geométricas de tridngulos retangulos em niimeros inteiros]

o Expressdo dos lados do triangulo retangulo, do perimetro, da drea, da altura

10 ia A .
Os termos a e b representam os catetos do tridngulo retdngulo e o termo ¢ representa a hipotenusa.
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relativa a hipotenusa, dos raios dos circulos inscritos e circunscritos e da
bissetriz em funcdo dos nimeros geradores;
Algumas propriedades geométricas dos tridngulos retdngulos em funcdo dos

nimeros geradores;

Capitulo V: Etude de quelques propriétés de suites récurrentes

[Estudo de algumas propriedades de seqii€ncias recorrentes]

Solucdo do problema: Encontrar todos os tridngulos retangulos em ndmeros

inteiros nos quais a diferenca dos catetos € igual a um nimero dado;

Capitulo VI: Problémes relatifs au périmétre

[Problemas ralacionados ao perimetro]

Enunciado e solu¢ao de trés problemas relacionados ao perimetro;

Capitulo VII: Problémes relatifs a la surface

[Problemas relacionados a area]

Enunciado e solucdo de trés problemas relacionados a drea;

Capitulo VIII: Problémes Divers

[Problemas diversos]

Apresentacdo de dez problemas;

Capitulo IX: Etude del ’équation indéterminée a2+b*+c? = d?

[Estudo da equacgdo indeterminada a?+b%+c? = d?]

Solu¢des em nimeros inteiros da equacdo indeterminada a?+b%*+c2 = d?;
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o Interpretacdo geométrica da relacdo a?+b%+c? = d?;

Tabuas Numéricas'"
o Tabua I: todos os tridangulos primitivos a?+b? = ¢2, em nimeros inteiros, obtidos
a partir do valor de a ou de b entre 2 e 301;
o Tabua II: todos os tridngulos a?+b? = ¢2, em ndmeros inteiros, obtidos com a
ou b igual a 840;
o Tabua III: valores dos primeiros termos das seqiiéncias conjugadas > e >, e
das seqiiéncias derivadas de T e T’, pelos diversos valores de p = 8q +/- 1 até

p=113;

Didaticamente, o autor aborda o conteddo de maneira satisfatoria, estruturando a obra de
forma que proporciona ao leitor uma linguagem clara e consistente, nos fornecendo algumas
caracteristicas norteadoras, a saber: exemplos numéricos, observacdes € notas, retomando,
sempre que € preciso, informacdes citadas em capitulos anteriores, além de nos apresentar uma
seqiiéncia légica e sistematizada, proporcionando equilibrio entre as partes. Entretanto,
ressaltamos que o titulo da obra corresponde ao conteido apresentado, bem como os subtitulos
que refletem bem o espirito de cada sessdo.

Um exemplo da preocupacdo de Bahier em deixar claro suas idéias, é o fato de que quando
niao se faz necessario demonstrar um determinado teorema, ele diz quem realizou a demonstracao
do mesmo e onde encontrd-la. Outro ponto a ser destacado, € o cumprimento das promessas
realizadas. Exemplo disso sdao as demonstracdes simples e claras dos problemas propostos,
proporcionando coeréncia entre os objetivos e as conclusdes. Entretanto, mesmo tendo o
conteddo apresentado de forma clara, € valido ressaltar a necessidade de conhecimentos prévios,
como por exemplo, demonstrar teoremas, para uma melhor compreensao por parte do leitor.

Conforme a andlise realizada, consideramos que a obra Recherche méthodique et propriétés
des triangles rectangles en nombres entiers, sua estrutura e suas idéias apresentadas, podem ser
consideradas como uma importante contribui¢io nas reflexdes acerca dos problemas relacionados

aos tridngulos retangulos em ndmeros inteiros, e por conseqiiéncia, aos Ternos Pitagdéricos. Em

1 . L . . . -
Na presente investigacdo ndo analisamos o contetddos dessas tdbuas numéricas.



Silva, G. A. Estudo histérico e pedagdgico sobre Ternos Pitagéricos a luz de Eugéne Bahier 46

particular, sua relevancia para a Educacdo Matematica, se deve a completude, originalidade e ao
resgate historico do assunto matematico em questdo, tendo destaque a preocupacdo de Bahier em
enfatizar problemas que foram motivos de interesse e de estudos de ilustres personalidades ao
longo da histdria.

Por fim, mesmo o autor ndo deixando claro o publico alvo a quem a obra se destina, nossas
consideracdes sobre uma possivel indicacdo da obra se refere a alunos, professores e estudiosos
que tenham interesse nos estudos relacionados a teoria sobres os tridngulos retangulos em
nameros inteiros, podendo a mesma ser adotada em um curso de Teoria dos Numeros.
Particularmente, levando em consideragdo as idéias criativas, novos conhecimentos a serem
desenvolvidos, e a abordagem inovadora e efetiva para o ensino, presentes na referida obra, com
a finalidade de verificar seu potencial pedagdgico, elaboramos um mddulo de ensino que foi
ministrado na disciplina Teoria dos Numeros, da Universidade Federal do Rio Grande do Norte,

conforme descreveremos no préximo capitulo.
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3. TERNOS PITAGORICOS UMA FERRAMENTA PARA COMPREENSAO DO
TEOREMA DE PITAGORAS

O presente capitulo é destinado a apresentar o planejamento, a execuc¢do e a andlise do
modulo de ensino, que realizamos como atividade didatica operacionalizada em sala de aula.
Focalizamos os Ternos Pitagéricos, tendo como principal referencial a obra Recherche
méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers, de Eugene Bahier, em que
o conceito é estudado de forma sistematica.

Em relacdo a anélise dos dados, ela acontece ndo s6 no final, mas como também ao longo da

descricdo da intervencao.

3.1 Aperfeicoamento do instrumento

Antes de aplicarmos, o mddulo de ensino em questdo, idealizamos a intervencdo com um
projeto piloto'? que fora testado em uma turma composta por alunos do curso de Licenciatura em
Matemadtica da UFRN, matriculados na disciplina Teoria dos Nimeros — primeiro semestre do
ano de 2008. Na oportunidade, notamos alguns aspectos insatisfatorios, em relacdo a elaboracgao e
aplicacdo do médulo de ensino, tais como: divisdo do conteido, niimero de encontros, quantidade
de conteudo e atividades que muitas vezes ndo estimulavam participagdo por parte dos alunos.
Outro aspecto insatisfatério foi a falta de compreensdo, por parte dos alunos, com alguns
enunciados.

Em conseqiiéncia dos problemas detectados no projeto piloto, ficamos mais atentos e
adequamos o instrumento nos aspectos citados anteriormente, melhorando assim a intervencao.
As modificagdes foram as seguintes: reducao do contetdo por encontro, aumento do nimero de
encontros, atividades valorizando e estimulando a participacdo dos alunos, realizacdo das
atividades em dupla, mais clareza nos enunciados das questdes a serem trabalhada e na atribuicao

da nota levamos em consideracgdo a freqii€ncia.

12 ~ . . . .
Nesse estudo, ndo apresentaremos nem analisaremos os dados obtidos no projeto piloto.
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3.2 Contexto

O médulo de ensino “Ternos Pitagéricos: uma ferramenta pedagégica no ensino do Teorema
de Pitdgoras” foi desenvolvido durante sete encontros de duas horas aula cada, 14 h/a, tendo
como publico alvo, vinte e nove alunos do curso de Licenciatura em Matematica da UFRN e um
aluno do Bacharelado, matriculados na disciplina Teoria dos Nimeros — segundo semestre do

ano de 2008. O conteddo central foi os Ternos Pitagéricos, sob um enfoque histérico.

3.3 Objetivos do médulo de ensino

3.3.1 Objetivo Geral

O objetivo geral do mdédulo de ensino foi levar os futuros professores de matematica a
apreciacdo de uma pratica que possibilite a reflexdo da utilizacdo dos Ternos Pitagéricos como

uma ferramenta pedagdgica no ensino do Teorema de Pitdgoras.

3.3.2 Objetivos Especificos

Ao final do médulo de ensino, esperamos que o futuro professor seja capaz de:

1. Entender o desenvolvimento histérico do Teorema de Pit4dgoras;

2. Reconhecer a importancia do Teorema de Pitdgoras, no ensino de Matematica.

3. Compreender a defini¢cao dos Ternos Pitagdricos;

4. Reconhecer a importancia do estudo dos Ternos Pitagéricos para a futura prética docente;
5. Diferenciar o uso da Histéria da Matematica como recurso pedagdgico do uso da Histéria

da Matematica como elemento motivador.
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3.4 Metodologia

O percurso metodoldgico consistiu em trés momentos, a saber:

3.4.1 Momento I

Antes de iniciarmos a intervencdo, aplicamos um questiondrio (anexo A), que nos serviu
como diagnéstico, para identificar as idéias prévias dos alunos, com relacdo aos Ternos
Pitagéricos. Em outras palavras, esse questiondrio € o instrumento inicial que nos ajudou a definir
com mais precisdo nossos objetivos especificos.

Nosso propdsito com o questiondrio foi identificar as concepgdes dos futuros professores de
Matemética, alunos da disciplina Teoria dos Nimeros, acerca de trés aspectos, a saber:

1. Teorema de Pitdgoras: desenvolvimento histérico e importancia para o ensino;

2. Ternos Pitagoricos: definicdo, importancia do seu estudo, desenvolvimento histérico;

3. A Histéria da Matematica como recurso pedagdgico.

Além disso, realizamos algumas perguntas, relacionadas a formacdo, tais como: Por que

Licenciatura em Matemética? J4 leciona? Expectativas?

3.4.2 Momento II

O momento II consiste no desenvolvimento dos seguintes contetidos:

1. Desenvolvimento histérico, interrelacionando os Ternos Pitagéricos com o Teorema de
Pitagoras;

2. O uso da Histéria da Matemética como recurso pedagdgico;

3. Importancia do estudo dos Ternos Pitagoricos;

4. Ternos Pitagéricos: defini¢do, féormula paramétrica, constru¢io de uma tdbua contendo
alguns ternos primitivos, alguns teoremas.

O momento II consistiu na aplicacdo didatica do médulo de ensino. Com o intuito de obter
nio s6 uma boa produtividade individual, como também coletiva, as atividades que foram
realizadas nos seis encontros, tais como, exercicios por escrito, participa¢do oral, exposi¢do na

lousa, sempre foram realizadas em duplas. Por estar inserido em uma disciplina do curso de



Silva, G. A. Estudo histérico e pedagdgico sobre Ternos Pitagéricos a luz de Eugéne Bahier 50

graduacdo, houve a necessidade de atribuir nota. No decorrer dos encontros, fornecemos algumas
dicas de dinamicas de grupo e metodologias que podem ser tteis a futura préitica docente dos

alunos.

3.4.3 Momento II1

No final, aplicamos uma avaliacdo escrita (anexo B), com o intuito de registrar por escrito as
respostas dadas pelos alunos, as atividades relacionadas ao que foi apresentado no
desenvolvimento do médulo de ensino. Analisaremos as informacdes coletadas com a finalidade

de inferir quanto a eficacia do trabalho realizado.

3.5 Desenvolvimento do modulo de ensino

As atividades que projetamos foram realizadas em sete encontros. Essa sessdo € destinada a

realizar uma descri¢@o sobre nossa intervengao pedagogica.

3.5.1 Encontro 1

Apds uma breve apresentacdo, foi entregue aos alunos o questiondrio para que eles
respondessem. Essa subsecao serd destinada a descrever os dados obtidos através do questionario,
bem como as cabiveis inferéncias.

Em relacdo a estrutura, o questionario foi subdividido em cinco sessdes, a saber: sessdo A-
destinada a coleta de dados pessoais, sessdo B — direcionada a identificar o perfil do histérico
escolar dos alunos, sessao C- sete perguntas relacionadas a futura préatica docente, sessdo D,
composta por quatro perguntas relacionadas ao Teorema de Pitdgoras, sessdo E - composta por
duas perguntas relacionadas aos Ternos Pitagdricos.

A guiza de informagio, transcreveremos a seguir, os enunciados das questdes das sessoes D e
E, as quais envolvem o conteido matematico em foco.

D1: O que vocé conhece sobre o desenvolvimento histérico do Teorema de Pitdgoras?

D2: Em sua opinido, qual a importancia do estudo do Teorema de Pitdgoras?

D3: Vocé conhece alguma aplicacdo? Qual?
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D4: Imagine que vocé esta em uma sala de aula, ensinando sobre o Teorema de Pitagoras.
Suponhamos que com o intuito de exemplificar tridngulos que satisfazem o Teorema de
Pitagoras, ao olhar para suas anotacdes, voc€ percebe que sua irma mais nova pintou de esmalte
preto, os nimeros correspondentes aos catetos e as hipotenusas dos trés triangulos que vocé havia
copiado do livro didatico que vocé esqueceu em cima da sua cama. Considerando que o professor
€ um artista, que necessita de criatividade para agir de acordo com sua necessidade, o que vocé
faria? Imediatamente, vocé seria capaz de dar valores aos nimeros que sua irma pintou? Quais
seriam esses valores?

E1: O que vocé sabe sobre ternos pitagdricos?

E2: Vocé considera importante o estudo dos ternos pitagéricos para os futuros professores de
Matematica? Justifique sua resposta.

A seguir, apresentamos um quadro com uma sintese de alguns dados obtidos.

Quadro 2: Alguns dados dos alunos

aluno | sexo idade semestre tempo que RESPONDEU
leciona
D1 D D| D | E| E2
23 4 |1

A m 28 6° - X X | x X

B m 32 4° - X

C f 19 4° 9 meses X X | x X | X| X
D f 20 6° 1 semana X X | x X | X| X
E f 20 6° - X X

F f 24 8° 1 ano X X| X

G m 24 4° 2 meses X X| X X X
H f 23 8° 4 anos X X| X X

I m 22 4° 2 anos X X | x X X
J m 21 4° - X X | X X
K f 22 4° - X X | x X

L f 23 8° 4 meses X X
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aluno | sexo | idade | semestre tempo que RESPONDEU
leciona

M f 21 6° -

N m 20 4° - X | x X

(0 m 22 6° - X| X X X
| f 21 4° 1 més X

Q m 21 4° - X X | X X
R m 19 4° - X X X
S f 18 4° - X | x| x
T m 32 4° - X X | X X | X X
U f 20 6° 2 anos X X| X X| X
A\ m 30 4° 1 ano X X
W m 21 4° -

X m 19 6° - X X | x X X
Y m 24 4° - X

Z m 34 4° - X X
A’ m 45 6° - X
B’ m 21 4° - X X | x X | X X
C m 24 4° - X X | x X
D’ m 32 6° - X X| X X | X X

Todos os alunos que participaram do moddulo de ensino responderam ao questiondrio,
totalizando assim, trinta questiondrios, sendo 11 mulheres e 19 homens. Em relacdo a faixa etaria
dezenove alunos possuem idades entre 20 e 25 anos, quatro alunos possuem menos de 20 anos e
sete alunos possuem mais de 25 anos. No que diz respeito a vida escolar (Ensino Fundamental e
Ensino Médio), o que predomina € o ensino publico, em sua maioria cursados no estado do Rio
Grande do Norte. Somente trés alunos tiveram sua vida escolar totalmente no ensino privado.

Dos trinta alunos, dezoito fazem parte do quarto semestre, nove do sexto semestre, € apenas
trés alunos F, H e L do oitavo semestre. Outro ponto a ser enfatizado € que o aluno W € do curso

de Bacharelado em Matematica. Entretanto, também o consideramos como um sujeito da
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investigacao.

Em sua maioria, a escolha pela Licenciatura € justificada pela afinidade com a disciplina, no
ensino bésico, e pelo desejo de ensinar, em alguns casos, estimulados por professores. Segundo o
aluno K: “gosto muito dos nimeros, célculos e de ajudar aqueles que t€m dificuldades com a
disciplina”. O aluno B’ relata que: “... tive o prazer em ensinar e gostei, por isso que estou aqui’.

Dentre os participantes, dez ja lecionam, sendo que somente cinco lecionam hd no minimo
um ano. Entretanto, a repulsdao em ensinar, que € freqiiente entre os alunos do bacharelado, nao se
limita ao aluno W. Observamos que os alunos E, I, T, Y e Z deixam claro que ndo pretendem
lecionar. O aluno I relatou que: “... ndo desejo investir na profissdo, apenas complementar o que
tenho”, o aluno Y destaca que: “ ... pretendo passar para algum concurso ... de preferéncia para
ndo ensinar”, ja o aluno Z justifica que sua opcao pelo curso de Licenciatura em Matemadtica, se
deve pela facilidade em concluir o curso.

Mesmo nao sendo a maioria com experi€éncia em sala de aula, um ponto a ser discutido s@o os
problemas a serem enfrentados na sala de aula, que foram relatados. Destacam-se: desinteresse e
dificuldade de aprendizagem por parte dos alunos, falta de recursos diddtico-pedagdgicos nas
escolas publicas, falta de compromisso da escola com os alunos e com os professores, falta de
incentivo e investimento por parte dos governantes e a dificuldade em associar os conteddos
trabalhados com o cotidiano. O curioso é que apenas o aluno B’ apontou a questao salarial como
sendo um problema. Dentre os alunos, somente o aluno S declarou ndo ter conhecimento sobre
eventuais problemas a serem enfrentados pelos futuros professores de Matematica em sua
atividade docente. Destacamos as palavras da aluna S: “Existe problema? Acho que nao!”.

As respostas dadas ao que vém a ser um bom ensino de Matemdtica foram diversificadas, as
quais destacam-se: dispor de recurso didético, todos aprendam o conteido, conteido de forma
clara e objetiva, associacdo dos contetidos ao cotidiano. Em particular, o aluno O, relata que: “...
aquele que desenvolve a argumentacao légica...” e o aluno S enfatiza a necessidade de fazer com
que os alunos sejam estimulados a refletir, € ndo sé calcular. Mesmo a maioria ndo possuindo
experiéncia em sala de aula, e os alunos do quarto semestre ainda ndo terem cursado as
disciplinas relacionadas a educagdo € notério a reflexdo dos mesmos acerca de um ensino de
qualidade. Em contrapartida, o aluno W argumentou que um bom ensino € aquele em que o
professor consegue “passar’ seus conhecimentos para o aluno.

Um ponto critico a ser discutido, € a concep¢do dos alunos sobre o que é Educacgdo
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Matemadtica. Dentre os participantes, onze alunos ndo responderam a pergunta, sendo a
distribuicdo por semestre a seguinte: oito alunos do quarto semestre, dois alunos do sexto
semestre € um aluno do oitavo semestre. Entretanto, dentre as vinte respostas, mesmo havendo
certos equivocos, somente as dos alunos F e H, do oitavo semestre, e os aluno A e D do sexto
semestre, sdo coerentes. A seguir, apresentamos os argumentos dados pelos alunos F, H, A e D.

Aluno F: “E o estudo das priticas de ensino de matemdtica, procurando buscar sempre
melhoria para o ensino”.

Aluno H: “Uma parte da matematica que estuda a didatica, a forma de se trabalhar com os
alunos”.

Aluno A: “E um estudo que busca solu¢des de como ensinar matematica”.

Aluno D: “E a drea da educacio que dar suporte ao ensino de matemdtica, no sentido de dar
meios e possibilidades de melhorar as formas de lecionar os conteidos matematicos”.

Em suma, as demais respostas convergem para a seguinte explicacdo: quem ensina
matemadtica estd praticando Educacao Matematica ou ainda quem aprende Matemdtica € educado
matematicamente, sendo assim foi preciso a Educacdo Matematica. A seguir, apresentamos
alguns argumentos que foram dados.

Aluno K: “... aquele que tem educacdo matemdtica tem habilidades para resolver problemas
matematicos e conhece sobre sua histéria”.

Aluno G: “A habilidade do aluno em lidar com niimeros e operacdes no dia-a-dia”.

Aluno I: “Aprender a fazer conta”.

Aluno B’: “E uma forma de fazer o aluno raciocinar, ou seja, ele préprio construir seu
conhecimento l6gico, com o auxilio do professor”.

Em relacdo as metodologias que auxiliam no ensino de Matematica, emergiu uma diversidade
de exemplos, a saber: Jogos, Resolucdo de Problemas, Histéria da Matemdtica, Uso de
Computadores, Materiais Manipulativos, Modelagem Matemética, Etnomatematica.

Somente os alunos E e W nido responderam a pergunta “Em relacdo ao uso da Histéria da
Matemadtica, para vocé ela é necessdria no ensino de Matemdtica?”. Dentre as respostas dadas,
somente as dos alunos G e Y ndo sdo favordveis ao uso da Histéria da Matematica. O aluno G
argumentou que “... gosto da matemadtica aplicada direta, sem muita histéria. Nao preciso saber
de onde veio” e o aluno Y nio justificou sua resposta.

Em relag@o as respostas favoraveis ao uso da Historia da Matematica, a maioria diz respeito a
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necessidade de conhecer a origem e “de onde vém” as formulas. Entretanto ha outras
justificativas a seguir transcreveremos algumas delas.

Aluno F: “... ¢ de fundamental importancia para uma melhor compreensao da matematica”.

Aluno K: “... aprender sobre algo, sempre € melhor quando busca entender sua histéria”.

Aluno M: “... talvez entendendo o desenrolar da histéria dos conceitos, os alunos déem mais
valor a essa disciplina”.

Aluno O: “... se usada corretamente, pode ser atrativa e interessante”.

Aluno U: “... serve de suporte para um bom entendimento da disciplina”.

Aluno X: “Sim. Para refletir sobre como os problemas foram surgindo ao longo dos tempos e

como a matemadtica surgiu e se desenvolveu, para resolver estes problemas”.

Aluno A’: ... precisamos mostrar que a matemaética € feita por homens”.
Aluno B’: ... mostra que a matemética ndo surgiu por acaso’.
Aluno D’: “... nos d4 embasamento e desperta a curiosidade do aluno”.

A preocupagdo do aluno R quando argumenta que “infelizmente € muito dificil introduzir
esse conteido mais especifico”.

Conforme verificamos, a maioria das respostas converge para utilizacdo de episddios
histéricos com o intuito de motivar os alunos para a aprendizagem matematica. Com isso, o aluno
pode entender as origens da Matematica e passar a ter interesse pela mesma.

Em relacdo ao Teorema de Pitdgoras, realizamos quatro perguntas, sendo uma situagdao
problema envolvendo o Teorema e as demais priorizaram trés aspectos, a saber: desenvolvimento
histérico, importancia para o ensino e aplica¢ao, sendo o nimero de respostas dadas aos referidos
aspectos, respectivamente, dezenove, dezoito e vinte e um. O nimero de respostas dadas a
situacdo problema foi vinte e um. Um ponto a ser destacado é que dentre as respostas dadas
poucas foram pertinentes, cuja discussdo tragcaremos a seguir.

A importancia e a aplicagdo do Teorema de Pitdgoras foram justificadas por diversos
motivos, a saber: ajuda a compreender uma parte do mundo; grande aplicabilidade no cotidiano e
em diversas areas; resolve problemas da geometria. Segundo o aluno A, “... € utilizado tanto na
matemadtica quanto em outras dreas, como por exemplo, fisica, astronomia e engenharia civil”.
Uma justificativa mais geral € apresentada pelo aluno Y ao afirmar que a importancia em estudar
o Teorema ¢ a “possibilidade de adquirir mais conhecimento”. Por fim, destacamos o argumento

dado pelo aluno O: “Seu estudo nos leva a perceber vdrias aplicacbes da matemadtica no
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cotidiano, o que nos ajuda a resolver alguns problemas do dia-a-dia”. O referido aluno acrescenta
que uma importante aplicacdo € o célculo de distancias.

Dentre os que responderam a pergunta com relacao ao que sabem sobre o desenvolvimento
histérico do Teorema de Pitdgoras, muitos afirmam conhecer, embora justifiquem que nao
lembram, outros simplesmente respondem com um sim, sem descrever o que sabem. Segundo o
aluno K “... muito pouco. Ja paguei uma disciplina que relatava sobre o assunto mais ndo me

13

, ja u u ue “... ja tiv volvi , a
lembro”, ja o aluno U argumenta que 4 tive acesso ao desenvolvimento, mas nao me
recordo”.

Os alunos A, F e J respondem superficialmente, conforme constataremos em seus

argumentos:
Aluno A: “... seu desenvolvimento se deve a Pitdgoras”.
Aluno F: “... algo sobre a histéria de Pitdgoras, a escola pitagérica e seus discipulos”.

Aluno J: “Bem, Teorema de Pitdgoras € um dos famosos teoremas que Pitdgoras provou
através de um tridngulo retingulo. Ficou demonstrado que em todo tridngulo retingulo, o
quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos”.

Somente os alunos D, T, B’ e D’ apresentam respostas mais consistentes sobre o
desenvolvimento historico do referido Teorema. A seguir, apresentamos os argumentos dados por
esses alunos.

Aluno D: “Os antigos precisavam da seguranga de que as construcdes que eles faziam se
sustentassem de pé. Para isso, sua base deveria ser unida com o restante da estrutura, formando
um angulo reto, dai foi desenvolvido o Teorema de Pitdgoras”.

Aluno T: “Atribui-se a Pitdgoras. Porém o teorema parece ji ser conhecido antes do
nascimento de Pitdgoras”.

Aluno B’: “Foi desenvolvido pela academia pitagdrica... mas outros povos ja haviam feito
algo parecido”.

Aluno D’: “Foram estudados em vérias épocas até que foi finalizada por Pitdgoras”.

Com relagdo aos Ternos Pitagéricos, nosso objeto de estudo, priorizamos identificar as idéias
existentes sobre o que € um terno pitagoérico e sobre a importancia do seu estudo para os futuros
professores de Matematica. Dentre os alunos, nove responderam a questdo “O que vocé€ sabe
sobre Ternos Pitagoricos?”. Houve alunos que nio apresentaram respostas consistentes, como por

exemplo, o aluno I que nos apresentou a seguinte resposta: “Imagino o que seja, mas ndo tenho
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certeza”. Com isso, somente os alunos R, S, T, B’, P e D apresentaram argumentos mais
consistentes. A seguir, transcreveremos os argumentos dados pelos referidos alunos.

Aluno R: “Sao grupos de trés nimeros que satisfazem a igualdade a? + b? = ¢?”.

Aluno S: “Sao niimeros positivos que satisfazem o Teorema de Pitdgoras”.

Aluno T: “... nimeros que satisfazem a? + b? = ¢?”.

Aluno B’: “E algo referente a trés... trés niimeros que satisfazem o Teorema de Pitigoras”.

Aluno P: “... foi descoberto antes do Teorema de Pitdgoras”.

Aluno D: “... nimeros que combinados geram seguimentos que unidos resultam em um
tridngulo, onde a unido dos seus seguimentos originam um angulo reto”.

Como verificamos anteriormente, somente cinco alunos apresentaram argumentos
consistentes sobre os Ternos Pitagdricos. Entretanto, quando perguntado sobre a importancia do
estudo dos Ternos Pitagéricos para os futuros professores de Matematica, obtivemos dezesseis
respostas, ou seja, um nimero superior a quantidade de alunos que souberam opinar sobre o que
sdo Ternos Pitagéricos. Com isso, emerge uma indagagdo: “é possivel saber a importancia do
estudo de determinado conteido, sem saber sua defini¢do, seu desenvolvimento histérico, ou
seja, sem conhecé-lo?”. Bem, ao analisarmos as dezesseis respostas apresentadas, constatamos
que em sua maioria convergem para a justificativa de que o futuro professor necessita aprender
conteddos, ou seja, o contetido pelo conteddo. Enfim, por nio saber o que vem a ser um Terno
Pitagérico, os alunos ndo souberam opinar sobre a importancia do seu estudo. O curioso, é que
até mesmo os alunos R, S, T, B’ e P, que apresentaram algumas idéias sobre o que sdo Ternos
Pitagoéricos, ndo souberam opinar claramente, sobre a importancia do seu estudo. Somente o
aluno D apresentou um argumento mais pertinente, a saber: “... € sempre bom quando o professor
ao lecionar um conteddo conhega a raiz deste, para melhor poder explicar ao aluno”.

Intencionalmente, deixamos a questdo contendo uma situagao problema para ser discutida nos
ultimos pardgrafos, por considerarmos como a mais importante. A seguir, enunciaremos a

referida questdo, seguida da andlise das respostas dadas e algumas consideragdes.

“Imagine que vocé estd em uma sala de aula, ensinando sobre o Teorema de Pitdgoras. Suponhamos
que com o intuito de exemplificar tridngulos que satisfazem o Teorema de Pitdgoras, ao olhar para suas
anotacdes, vocé percebe que sua irma mais nova pintou de esmalte preto, os niimeros correspondentes aos

catetos e as hipotenusas dos trés tridngulos que vocé havia copiado do livro didatico que vocé esqueceu
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em cima da sua cama. Considerando que o professor é um artista, que necessita de criatividade para agir
de acordo com sua necessidade, o que vocé faria? Imediatamente, vocé seria capaz de dar valores aos

nimeros que sua irmd pintou? Quais seriam esses valores?”

Dentre os integrantes, vinte e um responderam a essa questdo. Os alunos C, F e K
apresentaram argumentos vagos. Segundo o aluno F “... daria valores nos quais soubesse uma
resposta que eles resultariam”, porém assim como os alunos C e K, ndo atribuiu valores. Os
argumentos mais consistentes foram dados pelos alunos D, O e T, os quais ilustraremos a seguir,

respectivamente.
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Os demais argumentos se concentraram no Terno Pitagérico (3, 4, 5), sendo que trés alunos

exemplificaram ternos secunddrios do (3, 4, 5), sem devida explicagdo e doze alunos

simplesmente responderam a questdo com o (3, 4, 5). Em particular, o aluno G além de dar como

exemplo o terno pitagérico (3, 4, 5), apresentou uma demonstracdo geométrica, conforme

podemos verificar na ilustragdo a seguir.

Diante do exposto, nosso propdsito foi proporcionar a esses alunos a compreensdo sobre a

importancia do estudo dos Ternos Pitagéricos, em particular no ensino do Teorema de Pitdgoras.

Sobretudo, como didaticamente podemos potencializar a interrelac@o histdrica existente entre o

Teorema de Pitdgoras e os Ternos Pitagéricos. Com isso, em conseqiiéncia da andlise realizada,

no decorrer do médulo de ensino, priorizamos trés categorias, a saber: Histéria da Matemaética

como recurso pedagdgico, Teorema de Pitdgoras e Ternos Pitagoricos.

Por fim, testamos na intervencdo pedagdgica a hipétese de que o estudo dos Ternos
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Pitagéricos, por parte dos futuros professores de Matemadtica, pode ser uma ferramenta para o

ensino do Teorema de Pitdgoras, conforme descrevemos nas seguintes sessoes.

3.5.2 Encontro II

As atividades que projetamos, foram realizadas pelas duplas formadas em cada encontro. No
decorrer do médulo de ensino, interagimos continuamente com as duplas, conduzindo discussoes
gerais, permitindo que as duplas comparassem e contestassem as diferentes solugdes
apresentadas.

No segundo encontro, apresentamos o cronograma (anexo C), contendo os dias que seriam
realizados os demais encontros e o plano pedagdgico (anexo D), explicitando a necessidade da
formacdo de duplas permutédveis, com a inten¢ao de promover discussdes mais intensas. Logo em
seguida, tendo como referencial o questiondrio aplicado no encontro I, apresentamos sete
perguntas na lousa, distribuidas em cinco blocos, para que os alunos pudessem expor suas idéias,
oralmente.

A dinamica utilizada foi a seguinte: escrevemos na lousa as questdes referentes ao bloco I,
depois solicitamos que os alunos opinassem a respeito. Em seguida, sugerimos que os alunos
tentassem entrar em um consenso, obtendo quando possivel, uma idéia geral. Acabada a
discussao, partimos para o bloco seguinte. A seguir, o ocorrido.

As perguntas do bloco I foram: 1. Quais s@o suas expectativas sobre sua futura pratica
docente? 2. Para vocé, quais sdo os problemas a serem enfrentados pelos futuros professores de
Matemdtica em sua atividade docente? 3. Em sua opinido, o que € um bom ensino de
Matemética?

Por ser o primeiro bloco notamos certa timidez por parte dos alunos. Entretanto, a medida que
um argumentava, os outros se sentiam estimulados a também expor suas opinides. Por se tratar de
aspectos relacionados a pratica docente, alguns alunos que j4 lecionam, contaram experiéncias
que vivenciam diariamente, estendo assim a discussdo. Com isso, informamos aos alunos a
necessidade de serem mais breves em seus argumentos, para oportunizar a participacao de todos.

No referido bloco a sintese das idéias expostas € a seguinte: Alguns confessaram que nao
querem lecionar, segundo o aluno I, “ensinar dar muito trabalho, é muito cansativo”. Muito

concordaram com a opinido do aluno I, entretanto relataram a satisfacdo existente na prética
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docente. Por exemplo, o aluno H', relatou que “... é muito bom saber que fui eu que ensinei
aquele menino as regras de sinais, certas féormulas”. Em contrapartida, os outros discursos
convergem a explicacdo de que o maior problema a ser enfrentado é a repulsdo dos alunos em
aprender Matematica, sendo assim suas expectativas sdo as de ajudar os alunos a compreenderem
e gostarem da Matematica, proporcionando um ensino de qualidade, onde todos aprendam.

“O que voce entende por Educagdo Matematica?”, foi a pergunta do bloco II. Como haviamos
constatado no questiondrio, a maioria dos alunos nio tém uma idéia formada sobre o que é
Educag¢do Matemadtica, dado que os que sabem algo, apresentaram alguns equivocos, como por
exemplo, o aluno H que acreditava que a Educacdo Matematica fosse capaz de solucionar todos
os problemas referentes ao ensino de Matematica.

Com isso, em especial, nesse bloco, houve a necessidade de mediarmos com mais intensidade
as discussdes, conduzindo os alunos a certas reflexdes tais como: se hd problemas a serem
solucionados, € necessdrio estudd-los; Educacdo Matemdtica como campo cientifico e
profissional.

Dando continuidade a discuss@o do bloco anterior, apds explicarmos a preocupacdo das
pesquisas em Educacdo Matemdtica em estudar metodologias para auxiliar no ensino de
Matemitica, iniciamos o bloco III, solicitando que os alunos citassem as metodologias que eles
conhecem, seguida de um posicionamento. Foram citadas diversas metodologias, algumas
conhecidas por poucos, como por exemplo, a Modelagem Matemdtica. Em relagdo aos
posicionamentos, a maioria foi favordvel, sendo que os desfavordveis estavam relacionados a
falta de acesso e as limitagdes existentes.

O bloco IV foi destinado a um aprofundamento na discussdo acerca do uso da Histéria da
Matemética como recurso pedagdgico.

Apés a participagdo oral dos alunos, realizamos um comentdrio geral sobre as referidas
perguntas, com a finalidade de expor a importancia do campo da Educacdo Matematica, as
preocupacdes com o ensino de Matemdtica e as metodologias existentes, enfatizando a Histdria
da Matematica. Em seguida demos inicio ao bloco V, com a pergunta “O que vocé sabe sobre 0s
Ternos Pitagéricos?”.

Solicitamos que um aluno voluntério'* fosse 2 lousa, e com o auxilio dos demais colegas, e

13 s . A
O aluno H ja possui 4 anos de docéncia.
14 A
O aluno D se dispds a escrever na lousa.
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quando necessdrio com nossas orientacdes, construissem a defini¢do sobre Ternos Pitagoricos. A
definicdo estabelecida foi a seguinte:

“Trés nimeros inteiros positivos que satisfazem o Teorema de Pitdgoras, ou seja, a? + b? =
2.

Ao solicitarmos um exemplo, por unanimidade, o exemplo dado foi o (3,4,5). Os outros
exemplos foram os secundarios do (3,4,5). Conforme o que foi constatado no questiondrio, ao
exemplificar com ternos secunddrios, os alunos nao justificavam a escolha. Entretanto,
reservamos essa discussdo para um momento posterior, quando os alunos deveriam construir a
definicdo de terno primitivo e terno secundario.

Em seguida, discorremos sobre seu desenvolvimento histérico interrelacionando com o
Teorema de Pitdgoras, seguido de algumas aplicacdes e da importancia do estudo dos Ternos
Pitagoricos para o ensino do Teorema de Pitdgoras.

Em relacdo ao conteddo matemdtico que foi exposto no referido encontro, apresentamos
algumas nogdes bdsicas relacionadas aos Ternos Pitagéricos. Inicialmente, explicitamos como
problema, as propriedades dos conjuntos dos trés nimeros inteiros positivos, que satisfazem a
relacdo a? + b? = ¢2 Em seguida, destacamos algumas defini¢des e propriedades fundamentais, a
saber:

Triangulo Retangulo em Niumeros Inteiros como sendo todo tridngulo retangulo cujos trés
catetos sdo mensurdveis conforme uma unidade convenientemente escolhida, podendo ser
expressa por numeros inteiros e que traduzindo em linguagem aritmética, retoma oferecer a
consideracdo das solucgdes através dos nimeros inteiros da relacio a? + b? = ¢? (I), que existe
entre os trés lados de um triangulo retangulo;

Em relacdo as condicdes dos termos de a? + b? = ¢? (1), explicitamos que € sempre possivel
supor que os trés nimeros a, b e ¢ sdo primos entre si, dois a dois, ja que toda reacdo (I), no qual
dois de seus nimeros tendo um divisor comum pode ser reconduzido a uma relagdo mais simples,
pois esse divisor também divide o terceiro nimero;

A ultima discussdo foi destinada a construir os conceitos de terno primitivo e terno
secundério. Inicialmente, entregamos para cada dupla uma versao impressa da situacao problema
que estava inserida no questiondrio. Em seguida pedimos para que um aluno'® voluntdrio nos

auxiliasse na lousa.

15 A
O aluno L se dispds a escrever na lousa.
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A dinamica utilizada foi a seguinte: solicitamos que cada dupla escrevesse no papel um terno
pitagorico difente do (3,4,5) . Em seguida, cada dupla citou para o voluntdrio o exemplo dado,
para que ele escrevesse na lousa. Houve duplas que nao souberam exemplificar. Entretanto, todos
os exemplos atribuidos foram ternos secundarios do (3,4,5), como por exemplo: (9,12,15),
(6,8,10), ( 15,20,25). Em continuidade, levantamos a seguinte questdo: “qual a relagdo dos ternos
exemplificados, com o terno (3,4,5)?”.

Diante da questdo suparacitada, o aluno C’, com o auxilio dos demais colegas chegou a
seguinte conclusdo: “para chegarmos a qualquer terno que tem na lousa, basta multiplicar todo o
terno por um determinado nimero. Por exemplo, se multiplicarmos o terno (3,4,5) por 3, vamos
ter o terno (9, 12, 15), que coincide com o primeiro terno da lousa”. E vilido ressaltar que na
situac@o problema do questiondrio, na qual era solicitado que os alunos exemplificassem trés
Ternos Pitagéricos, o referido aluno ndo apresentou nenhuma resposta, o que nos leva considerar
que a fala do aluno C’ representa certa mudanca significativa quanto aos trés nimeros inteiros
que satisfazem o Teorema de Pitdgoras.

Em seguida, afirmamos para os alunos, que o terno (3,4,5) € um terno primitivo € que os
ternos que estavam escritos na lousa sdo secundarios. Com isso, os alunos, por nosso intermédio,
chegaram as seguintes defini¢Oes:

Relagdo Primitiva ou Tridngulo Primitivo como sendo toda relacdo (I), nas quais a, b e ¢ sdo
nimeros inteiros, primos entre si, dois a dois;

Relacdo Secunddria ou Tridngulo Secunddrio como sendo toda relacdo da forma (I) que pode
ser reconduzida a uma relagdo primitiva, dividindo os trés termos por seu maximo divisor
comum, que €, portanto, um niimero maior que a unidade;

Diante do exposto, propusemos aos alunos, convencionar que a simples palavra “triangulo”
sempre se referia a um tridngulo retangulo em ndmeros inteiros.

Por fim, explicitamos o teorema ‘“Se entre trés nimeros inteiros a, b, ¢ primos entre si, dois a
dois existe a relagdo a? + b? = ¢? os nimeros a e b sdo sempre de paridades diferentes, e nimero
¢ € sempre impar”.

Por fim, demos algumas dicas e solicitamos que cada um pensasse na demonstragdo desse
teorema, sendo que o primeiro momento do encontro seguinte seria destinado para que cada
dupla obtivesse uma demonstracdo coletiva, a partir da demonstracdo individual realizada em

casa.
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3.5.3 Encontro 111

Iniciamos esse encontro, estabelecendo um tempo de 20 minutos, para que as duplas
discutissem suas demonstragdes do teorema que foi enunciado no encontro anterior e chegassem
a um consenso. Em seguida, duas duplas deveriam se unir, formando assim um grupo de quatro
pessoas e discutir as duas demonstragdes com a finalidade de chegar a um consenso entre o
grupo. Em nivel de registro, cada grupo nos entregou a demonstragdo estabelecida pelo grupo.
Por fim, propomos que a demonstragdo deveria ser realizada por escrito na lousa, por um aluno
voluntario, com o auxilio da ministrante e dos demais alunos. O aluno M se disp0s a escrever na
lousa. Ao longo, da demonstracdo, os alunos tiveram a oportunidade de discutir os
procedimentos, o que de certa forma possibilitou uma solugdo em conjunto. E vilido ressaltar,
que a ministrante auxiliou durante o processo da demonstragdo. Apresentamos a seguir a
demonstracdo dada pelos alunos ao 1° teorema.

Demonstracao

“Suponhamos que a e b sao de mesma paridade. Entdo a e b sdo todos os dois pares ou todos
os dois impares.

1) Eles sdo pares: Impossivel, pois contraria a hipdtese (sdo primos entre si);

i1): Eles s@o fmpares : Sejam a = 2k+1 e b = 2k’+1. Entao:

Qk+1)2+Q2k’+1)? = 2
A2 +4k+1+4k 244k +1 = ¢?
A(kP+k+k’ 24k’ )+2 = 2

Com isso, notamos que ¢? ¢ um ndmero par, porém ndo € um multiplo de 4. Isso € um
absurdo, posto que todo nimero par elevado ao quadrado € um multiplo de 4. Logo, a € b nao
podem ser ambos impares. Portanto por (i) e (ii), @ € b ndo sao de mesma paridade.

Agora nos resta demonstrar que ¢ € impar.

Como a e b sdo de paridades diferentes, temos que: a = 2k e b = 2k+1. Entdo, temos que:

(2k)?4+(2k+1)? = ¢?
ARH4 K2+4 k +1 = ¢?
4(k 2+k2+Kk)+1 = 2

Portanto, os niimeros a e b sdo de paridades diferentes. Logo, a soma de seus quadrados, ou
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seja, ¢ sempre serd impar. Com isso, o ndmero c¢ € impar.”

Por convencdo, estabelecemos que na relagio primitiva a?+b? = ¢2 (I), o niimero a é impar e o
namero b € par.

Para dar continuidade a aula, explicitamos (X-Y)?+4XY = (X+Y)? como sendo a relacdo II, e
em seguida pedimos para que os alunos comparassem II com a relacdo I (a?+b? = c),
considerando as condi¢des citadas no 1° teorema. Com essa comparacao, os alunos estabeleceram
as seguintes relacdes para X e Y, em funcido dos nimeros a, b € c:

cta c—a ) .
eY= 5 : 4XY = b2. Com isso, com o auxilio da

X-Y=ae X+Y =c, temos: X =

ministrante, os alunos foram conduzidos a seguinte observagdo: Se a relacdo (I) existe entre trés
numeros inteiros a, b, ¢, primos entre si, dois a dois, sempre € possivel determinar os valores de X
e Y em funcao dos nimeros a, b e c.

Para finalizar o encontro, enunciamos o 2° teorema: “Os nimeros X e Y sao dois ndmeros
inteiros, primos entre si e de paridades diferentes.

Nesse encontro, com o propdsito de realizar uma dindmica em grupo para demonstracao do 2°
teorema, chegamos mais cedo, e colocamos no fundo de algumas cadeiras, bexigas contendo
papéis, cujas possibilidades sdo: P1: X e Y sdo inteiros; P2: X e Y sdo primos entre si; P3: X e Y
sao de paridades diferentes.

Apds enunciar o 2° teorema, solicitamos que os alunos encontrassem e estourassem a bexiga
que estava embaixo da cadeira (uma bexiga por dupla), e logo em seguida solucionassem o que
estava escrito no papel que estar dentro da bexiga. Cada dupla teve dez minutos para entregar por
escrito, sua resposta, que foi corrigida por outra dupla. Por fim, sorteamos uma dupla para cada
item P1-P4, para apresentar a solucao na lousa. Nesse contexto, a demonstra¢do do 2° teorema,
subdividida em quatro partes, que foram expostas na lousa, pelas duplas sorteadas, com o auxilio
da ministrante, e dos demais colegas foi a seguinte:

“1° X e Y sdo inteiros, pois 0s nimeros ¢ € a sdo impares; sua soma e sua diferenca sio dois
numeros pares.

2° X e Y sdo primos entre si, pois se eles tivessem um divisor comum, que dividisse sua soma
c e sua diferenca a, isso € contrdria a hipdtese prévia.

3° X e Y sao de paridades diferentes, se eles fossem todos dois impares, sua soma ¢ seria um

numero par, assim que sua diferenca a.”
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3.5.4 Encontro IV

Dentre todo o contedido matemaético, exposto no decorrer do médulo de ensino, é no encontro
IV que apresentamos um dos mais importantes, que € a relagdo fundamental.

Nesse encontro, nosso primeiro procedimento foi explicitar a relagdo III:

(X=y?)+(2xy ) = (x2+y?)?,
como sendo a importante relacdo fundamental que nos possibilita encontrar todos os triangulos
por meio de dois ndmeros geradores. Ela surge a partir da identidade

I (X=Y)?+4XY = (X+Y)?,
considerando x e y primos entre si e de paridades diferentes, podendo obter para a, b, ¢, valores
inteiros para as relagoes
a = x>-y? (IV); b= 2xy (V); c= x?+y? (VD);

Esses valores verificam a relagdo primitiva da forma a?+b? = c2

Em seguida, solicitamos que os alunos atribuissem valores para x e y, obedecendo as
condi¢des necessdrias na relacdo fundamental, e verificassem se os ternos correspondentes sao
primitivos. Em seguida, duas duplas fizeram essa tarefa na lousa. A guiza de informagio, a dupla
formada pelos alunos G e O, foram a lousa e ao atribuir valores para x e y, respectivamente 3 e 2,
verificaram que o terno correspondente (5,12, 13), € um terno primitivo.

Um ponto a ser enfatizado, é que as relacoes IV, V e VI, foram determinadas pelos préprios
alunos, a pedido da ministrante. Em seguida, estabelecemos que x2 e )2, ou seja, X e Y sdo
nimeros inteiros quadrados. Portanto x e y serdo inteiros. Com isso, concluimos que a relagdao
(IIT) pode servir para estabelecer todas as relacoes primitivas da forma (I), e, com efeito,
também permite obter todas as relagdes secunddrias, partindo das relagdes primitivas
correspondentes. E vilido ressaltar que o interessante é que ela foi indicada por Euclides.

Em decorréncia do exposto propiciamos uma discussdo sobre as sete propriedades imediatas
dos tridngulos primitivos, a saber:

P1. A relagcdo (V) mostra que o nimero b sempre ¢ multiplo de 4, posto que um dos nimeros
geradores x ou y sempre sao pares;

P2. A relacao (VI) mostra que o nimero da hipotenusa ¢, € sempre a soma dos quadrados de

dois niimeros inteiros;
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P3. Um dos niimeros a ou b € sempre um multiplo de 3.

P4. Se a ¢ um nimero primo ou um nimero impar ndo multiplo de 3, entdo b é multiplo de
12.

P5. Um dos trés nimeros a, b, ¢, sempre € multiplo de 5.

P6. O produto a . b é sempre divisivel por 12. Essa propriedade condiciona um corolério: “A
area de um tridngulo primitivo sempre ¢ um multiplo de 6.”

P7. A diferenga c—b e a soma c+b sempre sdo dois nimeros quadrados impares.

A dinamica para demonstrar as sete propriedades mencionadas anteriormente foi a seguinte:
entregamos uma versdo impressa das sete propriedades a todas as duplas. Em seguida,
solicitamos que eles fizessem uma breve leitura, sendo que metade das duplas indicaria uma
propriedade para que outra dupla solucionasse na lousa, sendo que a dupla que indicou deveria
auxiliar a dupla que estivesse demonstrando a propriedade na lousa. Dessa forma,
proporcionamos uma maior interacdo entre as duplas.

Finalizamos o encontro IV com o enunciado da generalidade da relagdo fundamental: “A todo
ndmero inteiro maior que dois, tomado por valor de a ou de b, sempre corresponde a0 menos um
triangulo retdngulo em niimeros inteiros, ou seja, um grupo de trés nimeros inteiros ligados pela

relagcdo a?+b? = c2 ().

3.5.5 Encontro V

Iniciamos o encontro V com o enunciado de trés casos particulares, com os quais conduzimos
os alunos a algumas conclusdes, reflexdes e exemplos, seguindo um roteiro (anexo E). A seguir,
descreveremos a dinamica utilizada.

O primeiro caso consistiu na solicitacdo de que os alunos fizessem y = 1 na relacdo
fundamental (x?-y?)?+ (2xy)? = (x?>+y?)? (III), obtendo assim a relagao (x>—1)%+(2x)? = (x?+1)2.

Em seguida, solicitamos que os alunos estabelecessem o0s ternos correspondentes aos trés
primeiros nimeros pares, preenchendo os espagcos em branco, contidos no roteiro. Com isso, foi
estabelecido que:

Para x = 2, o tridngulo correspondente € 32+4? = 52 (menor tridngulo retdngulo em nimeros
inteiros);

Para x = 4, o tridngulo correspondente € 152+82 = 177;



Silva, G. A. Estudo histérico e pedagdgico sobre Ternos Pitagéricos a luz de Eugéne Bahier 68

Para x = 6, o tridngulo correspondente € 352+122 = 372,

Por fim, os alunos, com o nosso auxilio, chegaram a conclusdo de que nesse caso, todo valor
par atribuido a x, estard associado a valores de a, b e ¢, primos entre si, dois a dois, fornecendo
assim, um triangulo primitivo.

O segundo caso consistiu na solicitacdo de que os alunos fizessem y = 2 na relacdo
fundamental (x>—y?)?+(2xy)? = (x?4+y?)? (IIl), obtendo assim a relacdo (x2—4)?+(4x)? = (x2+4)2.
Seguindo o mesmo procedimento do primeiro caso, os exemplos numéricos para os trés primeiros
numeros impares a partir de x=3, estabelecidos pelos alunos, foram os seguintes:

Para x = 3, o tridngulo correspondente € 52+122 = 132;

Para x = 5, o tridngulo correspondente € 212+20? = 292;

Para x =7, o tridngulo correspondente é 452+282 = 532,

Por fim, os alunos, com o nosso auxilio, chegaram a conclusao de que nesse caso, todo valor
impar atribuido a x, a partir de x=3, estard associado a valores de a, b e ¢, primos entre si, dois a
dois, fornecendo assim, um tridngulo primitivo.

No terceiro caso, fizemos x = y+1, ou seja, dois nimeros consecutivos, sendo x o sucessor de
y, obtendo assim, a = x 2-y2 — a = 2y+1.

Com isso, observamos que os valores sucessivos de a, quando relacionados a valores de y
pertencentes a seqiiéncia natural dos nimeros inteiros, corresponde a seqiiéncia dos ndmeros
impares, a partir de 3, e por conseqiiéncia, todos os tridngulos assim obtidos, sdo primitivos.

Em seguida, propiciamos mais quatro reflexdes, a saber:

1. Pode-se determinar rapidamente, os nimeros a, b e ¢, em fun¢do de x, tomando todos os
valores inteiros a partir de 2. Os valores de a sdo 0os nimeros impares sucessivos, a partir do 3;

2. A partir da relagdo fundamental (III) (x2—y?)?+(2xy)? = (x2+y?)?, esses trés casos particulares,
nos conduzem a possibilidade de construir uma tdbua que agrupa valores associados de a, b e c,
em funcdo do nimero gerador x;

3. Diante do exposto, surge uma 6tima ferramenta pedagdgica que € a construcdo de uma
tdbua agrupando os valores associados de a, b e ¢, em funcdo de x, permitindo calcular
facilmente, os sucessores, considerando 1<x< 25; Com isso entregamos aos alunos uma tdbua

(anexo F) a ser preenchida, obtendo como resultado a tdbua a seguir.
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x |y=x-1|2(x-1)(x=-1)+x|2x-1)x | b+l
a b c
1 0 0 1 0 1
2 1 2 3 4 5
3 2 4 5 12 13
4 3 6 7 24 25
5 4 8 9 40 41
6 5 10 11 60 61
7 6 12 13 84 85
8 7 14 15 112 113
9 8 16 17 144 145
10 9 18 19 180 181
11 10 20 21 220 | 221
12 11 22 23 264 | 265
13 12 24 25 312 | 313
14 13 26 27 364 | 365
15 14 28 29 420 | 421
16 15 30 31 480 | 481
17 16 32 33 544 | 545
18 17 34 35 612 | 613
19 18 36 37 684 | 685
20 19 38 39 760 | 721
21 20 40 41 840 | 841
22 21 42 43 924 | 925
23 22 44 45 1012 | 1013
24 23 46 47 1104 | 1105
25 24 48 49 1200 | 1201

69
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4. Tendo os primitivos, ¢ um bom e 6timo comec¢o. Uma vez que, a partir dos primitivos,

chegamos aos secunddrios.

3.5.6 Encontro VI

O encontro VI foi destinado para uma discussdo acerca do comportamento da tdbua
construida no encontro anterior. A dinamica utilizada consistiu em solicitar que as duplas
escrevessem suas inferéncias, em seguida comparassem e contestassem com outra dupla as
diferentes solucOes apresentadas, formando assim um grupo de quatro pessoas. Dando
continuidade a interacd@o entre os alunos, solicitamos que cada quarteto se unisse a outro quarteto,
a fim de encontrarem inferéncias diferentes, aumentando assim o nimero de informagdes. Por
fim, com a finalidade de proporcionar uma discussdo geral, solicitamos que os alunos fizessem
um circulo e que um representante de cada grupo fosse responsdvel em enunciar suas inferéncias,
sendo que o préoximo a falar ndo poderia repetir inferéncias j4 mencionadas. Antes de
enumerarmos as inferéncias estabelecidas, ressaltamos que as conclusdes se referem aos ternos
onde o termo ¢ € sucessor do termo b, e o termo a € um nimero impar, ou seja, 0s ternos
representados na tabua.

A seguir, apresentamos as inferéncias acerca do comportamento da tdbua, que foram
estabelecidas pelos alunos.

I;: As duas primeiras colunas sdo constituidas pela seqiiéncia dos nimeros naturais, a
primeira a partir de 1, e a segunda a partir de 0;

I,: A terceira coluna é constituida pela seqiiéncia dos nimeros pares, a partir de 0. Portanto,
os nimeros dessa coluna sdo o dobro dos correspondentes da segunda coluna;

I5. A quarta coluna apresenta os valores sucessivos do nimero a: essa é a seqii€éncia dos
nimeros impares;

I4+. A quinta coluna apresenta os valores correspondentes de b. O nimero de cada linha € o
produto dos dois nimeros situados sob a mesma linha nas colunas 1 e 3;

Is. A sexta coluna apresenta os valores correspondentes de ¢, obtidos adicionando uma
unidade aos valores de b que se encontram na mesma linha;

Is. Os valores atribuidos ao nimero a, formados pela seqiiéncia natural dos nimeros impares,

sdo terminados por 1, 3, 5, 7, 9, sucessivamente. Com isso, o valor das unidades se repetem por
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periodos de 5 nimeros;

I7. Os valores atribuidos ao niimero b, nessa tdbua, sdo terminados sucessivamente por 0, 4, 2,
4, 0 e os nimeros ¢ sao sucessivamente terminados por 1, 5, 3, 5,1; Portanto, os nimeros b e ¢ se
sucedem por periodos de 5, e esses periodos sdo simétricos em relacdo ao nimero médio das
unidades;

Is. O nimero b sempre serd terminado por 0, 2 ou 4, e que todo nimero ¢ sempre serd
terminado por 1, 3 ou 5.

Por fim, os alunos concluiram, com o nosso auxilio que a tdbua € facil de ser construida,
permitindo determinar rapidamente, todos os tridngulos primitivos, para os valores impares de a.
Com isso, através da multiplicacdo dos nimeros a, b € ¢ por um mesmo ndmero inteiro, pode-se

deduzir um nimero ilimitado de solu¢des secundarias.

3.5.7 Encontro VII

O 1ltimo encontro foi destinado para aplicacdo de uma prova individual, composta de 11
questdes subjetivas, cujo objetivo principal foi examinar se ocorreu uma aprendizagem com
significado dos conteidos matematicos que foram abordados no decorrer do médulo de ensino,
bem como a importancia dos Ternos Pitagdricos para o ensino do Teorema de Pitadgoras e a inter-
relac@o histdrica dos referidos conteddos. Além disso, houve questdes relacionadas a formacgao
docente e relatos a respeito da participagdo dos mesmos no médulo de ensino. No entanto, dado
que tais objetivos em sua maioria correspondem aos mesmos estabelecidos no questionério, nao
intencionamos realizar uma andlise comparativa, posto que o propdsito do questiondrio foi
identificar as idéias prévias dos alunos e nos servir como base na elaboracdo da intervencdo
pedagdgica.

Em relacdo a anélise dos dados obtidos, subdividimos as 11 questdes em dois blocos, sendo o
primeiro bloco composto pelas seis primeiras questdes da prova escrita, cujas respostas esperadas
sdo de cardter pessoal, e o segundo bloco ¢ composto pelas cinco questdes que envolvem o
conteido matematico - Ternos Pitagoricos.

A seguir, apresentaremos as seis primeiras questdes da prova escrita, seus respectivos
objetivos, uma descri¢do e andlise dos resultados obtidos pelos alunos nessa prova.

A questdo 1, “Para vocé, o estudo dos Ternos Pitagéricos para o ensino do Teorema de
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Pitagoras, € importante?”, teve como objetivo identificar qual importancia € dada pelos alunos ao
estudo do contetdo matemdtica em foco.

Os trinta alunos apresentaram argumentos positivos quanto ao estudo dos Ternos Pitagoricos
para o ensino do Teorema de Pitdgoras, predominando a justificativa de que pedagogicamente
esse estudo pode servir para ampliar o conhecimento do futuro professor, servindo como
ferramenta pedagdgica em sala de aula. A guiza de exemplificagdo, apresentamos a seguir, os
argumentos dados pelos alunos E, P, Se V.

Aluno E: “Nos ajuda no desenvolvimento da aula para resolver as questdes ou criar uma
questao caso seja necessario”.

Aluno P: “Para saber quais valores atribuir a cada lado do tridngulo sem precisar recorrer a
livros”™.

Aluno S: “Através dos Ternos Pitagdricos € que encontraremos uma justificativa que parece
ser mais clara para ensinarmos aos nossos alunos o Teorema de Pitdgoras”.

Aluno V: “Nos possibilitard enquanto professores a nao ficar abitolados a exemplos de livros
didaticos, na hora da elaboracido de uma prova ou de um exercicio em sala de aula”.

A questao 2, “Em relagao ao desenvolvimento do médulo de ensino Ternos Pitagdricos: uma
ferramenta pedagogica no ensino do Teorema de Pitdgoras, qual momento vocé considerou mais
importante?”, foi destinada a identificar quais foram, na opinido dos alunos, os momentos mais
importantes do médulo de ensino. Houve uma diversidade de argumentos, predominando a
constru¢do da tdbua numérica. Os outros argumentos sdo relacionados aos momentos em que
trabalhamos conceitos como os de tridngulo primitivo e secundario, as propriedades, a relacao
fundamental e os teoremas. Particularmente, destacamos a seguir, os argumentos dados pelos
alunos, E, H, X, C’ por se tratarem ndo s6 do conteido matemadtico, mas como também do
desenvolvimento do médulo de ensino de um modo geral.

Aluno E: “Todos. Pois cada momento significou muito para mim. Aprendi coisas novas e
interessantes”.

Aluno H: “Na realidade todo o médulo de ensino foi importante, pois me instigou a buscar
mais sobre o tema, e a cada aula dava uma certa curiosidade de qual seria o préximo passo que eu
deveria seguir para finalizar a atividade do dia. Mas se for para falar de um momento especifico,
gostei da aula onde encontramos, por meio das relagdes, varios Ternos Pitagdricos”.

Aluno X: “O mais importante foi a forma como o desenvolvimento da turma aconteceu, as
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trocas de informagdes nas duplas e a calma como o conteudo foi abordado durante o médulo de
ensino”.

Aluno C’: “A pratica das atividades em grupo, provocando a interacao entre os alunos. A que
mais me chamou aten¢ao foi a dinamica da bexiga, pois cada grupo teria que estourar a bexiga
escolhida para obter a questao que iria responder”.

A questdo 3, “Quais sdo suas expectativas sobre sua futura prética docente?”, teve o intuito de
identificar quais sdo as expectativas dos alunos quanto a futura prética docente. Em sua maioria,
os argumentos convergiram a necessidade da busca de metodologias que proporcionem um
ensino de Matemadtica interessante e significativo para o aluno. A seguir, apresentamos OS
argumentos dados pelos alunos B, C, F, O.

Aluno B: “Utilizar a cada dia novas ferramentas, ou metodologias, para um bom ensino da
Matemadtica. Procurar novos conhecimentos para facilitar o entendimento da Matemadtica por
parte dos alunos”.

Aluno C: “Fazer com que os alunos despertem um interesse pela Matemadtica, tentar mostrar a
mesma de uma forma simples e clara, desmistificando a idéia que ela € um bicho de sete
cabecas”.

Aluno F: “Pretendo trabalhar de uma forma diferente da ‘tradicional’. Pretendo usar sempre
que possivel a histéria da matemdtica como ferramenta pedagdgica, e a utilizacdo do material
concreto, que também considero fundamental”.

Aluno O: “Tenho a expectativa de desenvolver uma pratica docente inovadora e que faga com
que o aluno aprenda significativamente. Para isso buscarei utilizar as metodologias mais recentes
e consideradas boas ou excelentes para o ensino da matemdtica. Espero que os futuros e atuais
professores de matematica sigam essa mesma linha”.

Alguns alunos manifestaram nao pretenderem exercer a docéncia. Entretanto, apresentaram
certas expectativas, caso venham a ensinar. Em especial, destacamos o argumento dado pelo
aluno W: “Caso eu for lecionar (ndo pretendo), eu espero poder passar os meus conhecimentos
para os alunos de uma forma pratica, que todos entendam e aprendam de verdade”.

Em relacdo a questdo 4, “Em relagdo ao uso da Histéria da Matematica, para vocé ela é
necessaria no ensino de Matemadtica?”’, todos alunos apresentaram argumentos favoraveis ao uso
da Histoéria da Matemadtica. A maioria dos argumentos apontaram para a necessidade de saber as

origens e necessidades de cada contetido implicando em um bom recurso para auxiliar na
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compreensdo da Matemadtica. A seguir, apresentamos alguns argumentos.

Aluno A: “A Histéria da Matemética mostra como os povos desenvolveram nas teorias, além
de mostrar os periodos que aconteceu, o desenvolvimento dos nimeros... também podemos
comparar com a Matematica atual e ver que ela continua cada vez mais se desenvolvendo”.

Aluno B: “A base do presente € o passado”

Aluno R: “Em toda constru¢do humana € de fundamental importancia acompanharmos o seu
processo de formacgdo e entender como ela se apresenta nos dias atuais. Além disso, seria uma
ferramenta importante para que os alunos possam construir mais conhecimento”.

Aluno A’: “Nos ajuda a saber que a matemadtica nao foi feita do dia para a noite”.

Aluno C’: “... saber que por tras desses cdlculos existe uma histéria”.

Curiosamente, os alunos G e Y que no questiondrio haviam manifestado posi¢ao contraria
quanto ao uso da Histéria da Matemdtica no ensino de Matemadtica, na avaliacdo escrita
apresentaram argumentos favoraveis, conforme podemos verificar nas transcri¢des a seguir.

Aluno G: “Quando mostramos para o aluno fatos histéricos sobre determinado assunto, isto
prende a atencdo do aluno, e passa a ver que aquilo surgiu de uma necessidade, dando mais
importancia e querendo aprender mais sobre o assunto.”

Aluno Y: “nos possibilita conhecer vérias ferramentas importantes que se pode colocar em
prética junto com os alunos...”

As transcri¢des dos argumentos dados pelos alunos G e Y, mesmo que direcionados aos
fatores motivacionais e instrumentais, sdo exemplos de mudangas significativas que ocorreram
quanto a importancia que deve ser dada ao uso da Histéria da Matemdtica no ensino de
Matemitica.

As respostas dadas a questdo 5, “Historicamente, como os Ternos Pitagéricos e o Teorema de
Pitagoras estdo inter-relacionados?” correspondem ao fato de que os Ternos Pitagdricos eram
conhecidos antes dos gregos, cabendo a esses povos a generaliza¢ao e demonstracdo do Teorema
que hoje é conhecido como Teorema de Pitdgoras. Curiosamente o aluno P destaca que “os ternos
pitagdricos € uma preparacdo para o Teorema de Pitdgoras”. Acreditamos que o referido aluno
teve a intengdo de esclarecer que o conhecimento do teorema se deu apds o conhecimento de
alguns ternos. Exemplos disso sdo os argumentos que transcreveremos a seguir.

Aluno I: “Os ternos j& eram conhecidos bem antes pelos babilonios. Pitdgoras através da

escola pitagérica desenvolveu um teorema, estabelecendo uma relacdo entre esses ternos



Silva, G. A. Estudo histérico e pedagdgico sobre Ternos Pitagéricos a luz de Eugéne Bahier 75

demonstrando-os”.

Aluno U: “Os Ternos Pitagéricos surgiram a partir de uma necessidade prética, que logo
depois foi formalizada através do Teorema de Pitdgoras”.

A questdao 6, “Com o médulo de ensino, o que vocé€ aprendeu sobre Ternos Pitagéricos?”,
objetivou identificar, em termos gerais, o que os alunos destacam ter aprendido sobre Ternos
Pitagéricos no mdédulo de ensino. Dois pontos foram evidenciados, pela maioria, a saber: a
constru¢do de um terno pitagérico através da relacdo fundamental e a possibilidade de se obter
ternos secunddrios a partir dos primitivos. Posto que as respostas foram muito gerais, nas
questdes do bloco dois verificaremos se houve ou ndo a compreensdo dos contetidos matematicos
envolvidos.

Por fim, apresentaremos as outras cinco questdes contidas na prova escrita e seus respectivos
objetivos. Classificamos as respostas dadas pelos alunos sob trés categorias, a saber: satisfatoria
(S), insatisfatoria (I) e incompleta (I;). A seguir, apresentamos um quadro contendo os alunos e

as respectivas respostas as cinco questdes em foco, sob as trés categorias supracitadas.

Quadro 3: Respostas apresentadas

Aluno | Q7 | Q8 Q9 Q10 | Q11
a b c
A S S S |S L I S
B S S I |S L S S
C I S S |S S I S
D S S I |S S S S
E I S S |1 S I S
F S S S IS S I S
G S S S |1 S S I
H I S S |S S S S
I S S S IS I S S
J S S S IS S S S
K I S S |S S I S
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Aluno | Q7 | QS8 Q9 Q10 | Q11
a b C

L |[sS S I |1 S S S
M I S S |s S S S
N |sS S S |s S S S
o |s S S |s S S S
P |S S I [S S S I
Q |s S S |s S S S
R |[S S S |s S S S
S |[S S |Br'°[sS S S S
T |I S I [S S S S
U |s S S |s S S S
vV |S S S |Br |S S I
W |[S S S | Br | S|S S

X |s S S |s S I S
Y |Br |S S |s I I S
Z |S S S |s S S S
A |S S S |s S S S
B |S S S |S S S S
C |S S S |s S S S
D’ |S S S |s S S S

A questdo 7, “ Qual a definicao de tridngulo primitivo e de tridngulo secundério?”, teve como
principal objetivo verificar qual a compreensdo que os alunos possuiam a respeito dos conceitos
de tridngulo primitivo e tridngulo secunddrio. Dos trinta alunos, vinte e trés apresentaram
respostas satisfatorias ao definirem e exemplificarem tais conceitos de forma geral. A seguir,
apresentamos as respostas dadas pelos alunos N, W e X, como sendo exemplos de respostas

satisfatorias.

16 =
Questdo em branco.
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Quatro alunos se limitaram a respostas contendo exemplos especificos, as quais consideramos
como sendo insatisfatdrias, dois alunos atribuiram defini¢cdes corretas, porém muito reduzidas,
tendo suas respostas classificadas como incompletas e apenas o aluno Y ndo respondeu a
questdo, deixando-a em branco.

Particularmente, a resposta dada pelo aluno C limita-se a uma defini¢do que apenas considera
certa particularidade dos tridngulos primitivos e dos tridangulos secundarios o que nos levou a

classificar como resposta insatisfatéria, conforme verificamos a seguir.

W&% WM@@ chdecer. o’ oo \MY\C\ONY\W\
o, (Y™ Vi laxy) = o)

7 ) ¥ "
s VOV’W o> T‘)L,C/\,VY\/CLC\_’L\.,S oA UIO(L\;'Q&b qa\_/\_k WL"/\Q}QW\ C{'Q‘

dc_{hﬁ %\Oﬁi@@m lQg's! vaww%vf@ﬂ "_chOmeCf\,w/)
(gq 5 )= =05 qi‘ ): (Q ?‘,C/L: DA Lr~

Por sua vez, mesmo que com carater mais geral que a resposta apresentada pelo aluno C, o

aluno K apresentou uma resposta reduzida, o que nos levou a classificd-la como incompleta.

Aluno K
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> kaﬁ-‘ NG ‘\w&a CRANTSA o B C oo

; r\ n Ao
o ~ \ e

o A2z O o [ AABA AL Al B Ne -

< N e N
- | * . - \ N =
\ "2t J\L\\N < K‘:-:A’:»u_w&)\zm“«-’:- 2 A @ R =REAoer SRS 15 oadias Luol VLA
A i { ; J
\
LY PNV ) ane. ss Uie T ras sl o MOe o (\ 3\ A [
Xt \“ e AL v (e ¢ Orcaasdy || fdeemeetlos Andlo Gursi
f ]

A N Y
AV s ) ‘__}\ ok 13 | oA — A
WA Cooroda oo hevmas = LI \ \V LAY
s D 2 e 2 lnole == 5% NG e )
e T p === UG S i
U




Silva, G. A. Estudo histérico e pedagdgico sobre Ternos Pitagéricos a luz de Eugéne Bahier 79

Em relagdo a questdo 8, “Porque no desenvolvimento do médulo de ensino enfatizamos mais
os triangulos primitivos”, objetivamos verificar se os alunos haviam compreendido que através
dos primitivos obtemos os secunddrios, ou simplesmente estavam de forma mecanica, utilizando
os tridngulos primitivos sem saber dessa importancia. Todos os trinta alunos apresentaram
respostas satisfatorias. A guiza de exemplificacio, a seguir, apresentamos as respostas dadas

pelos alunos I e C, respectivamente.

‘-;{;vw'\\\.&yg\_."l, /EMU‘ /Q:L.’\.‘-(‘r‘[_ Y‘Fvu\...it/h\-m (\*—Accmg /i_; o mq ; ‘LU?« (/V\_-c\wu%,‘ ’
Mw}m [ren otwuqu S «,\,{L‘ JMQ{._

Pt POD Aslre OBy vGuuas peclt - YR CorSlrulun

N0

A questdao 9: “Vimos que (x2 - y2)? + (2xy)? = (x2+ y?)? € uma importante relacdo no estudo
dos ternos pitagoéricos. Suponhamos que um colega seu faltou no dia em que essa relacdo foi
exposta e desenvolvida em classe, o que vocé diria para explica-lo sobre: (a) A importancia dessa
relacdo; (b) O procedimento necessdrio para chegarmos a essa relacao; (c¢) Quais sdo as condi¢des
dos termos x e y;”. Por possuir trés itens apresentaremos seus objetivos e a andlise das respostas
por etapa.

O item (a) teve como objetivo verificar se os alunos compreenderam a respeito da
possibilidade de que com essa relacdo podemos construir diversos ternos primitivos, levando em
consideracdo as condig¢des necessarias dos termos envolvidos.

Com isso, as respostas que apresentaram tais informagdes da referida relacdo, classificamos
como satisfatérias, as respostas que apenas apresentaram exemplos especificos ou particulares
atrelados ao mecanismo de desenvolver a referida relagdo, porém sem saber explicar sua
importancia, classificamos como insatisfatorias e as respostas que apresentaram certo

entendimento da questdo mais avancado que as insatisfatérias e menos que as satisfatorias,
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classificamos como incompletas.

Diante das condi¢Oes supracitadas, 24 alunos apresentaram respostas satisfatérias, 5
apresentaram respostas insatisfatérias e apenas o aluno S nio respondeu a questio. A guisa de
informacao, transcreveremos a seguir, as respostas dadas pelos alunos F e N, representando as
satisfatorias e as respostas dadas pelos alunos B e D, representando as insatisfatdrias.

Aluno F: “Nos ajuda na construcdo dos ternos primitivos, obedecendo as condi¢des
necessdrias para que se torne uma estrutura do Teorema de Pitdgoras”.

Aluno N: “..se pegarmos X e Yy inteiros, primos entre si e de paridades diferentes,
conseguimos um terno pitagérico primitivo”.

Aluno B: “Que para chegar a esta relacdo basta atribuir na relagcdo II os seguintes valores:

X =x2e Y=)2 edesenvolvé-la”.

Aluno D: “Estabelece a relacdo entre os valores de a, b e ¢, onde a é uma diferenca entre
quadrados e um nimero impar; b é sempre par € ¢ € uma soma de dois quadrados e € sempre
impar”.

Em relacdo ao item (b), consideramos como sendo satisfatérias as respostas que continham
uma representacdo algébrica correta, levando em consideracdo as condi¢des de cada termo
apresentado; as respostas que ndo explicitaram as condi¢des necessdrias, classificamos como
insatisfatdrias e as respostas que continham um conhecimento geral da referida relagdo, porém de
forma sintética, classificamos como sendo incompleta.

Dentre os 30 alunos, 25 apresentaram respostas satisfatorias, 3 insatisfatérias e os alunos V e
W nio responderam a questdo. Transcreveremos a seguir, as respostas dadas pelos D’ e L, como
sendo exemplos das respostas satisfatorias e insatisfatorias, respectivamente.

Aluno D’: “Seja a relacdo (I) a®>+b* = ¢2, a, b e ¢ sdo inteiros, primos entre si. Ainda temos
que a e b sdo de paridades diferentes e ¢ € impar. Em seguida, considerando a identidade
(X-Y)>+(4XY)? = (X+Y)? e fazendo X = x2 e Y = )?, obtemos a relacdo (II) (x>—y?)?>+(2xy)? =
(x24+y?)2, sendo que a = x>—y2, b = 2xy e ¢ = x>+y?”.

Aluno L: “Partindo das relagdes anteriores: (I) a?+b%? = ¢2 e (II) (X-Y)*+(4XY)? = (X+Y)?,
chegamos a essa relacdo (x2—y2)2+(2xy)? = (x2+y?)?”.

O item (c), ultimo da questdo 9, intencionou identificar se os alunos reconheciam as trés
condig¢des necessdrias dos termos x € y, a saber: inteiros, primos entre si e de paridades diferentes.

Vinte e seis alunos apresentaram as trés condi¢des, com isso classificamos tais respostas como
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sendo satisfatorias, 4 alunos apresentaram em suas respostas apenas duas condi¢des, as quais
classificamos como incompleta.

O enunciado da questao 10 é

“Imagine que vocé estd em uma sala de aula, ensinando sobre o
Teorema de Pitdgoras. Suponhamos que com o intuito de exemplificar
triangulos que satisfazem o Teorema de Pitdgoras, ao olhar para suas
anotagcdes, vocé percebe que sua irma mais nova pintou de esmalte
preto, os nimeros correspondentes aos catetos € as hipotenusas dos trés
triangulos primitivos que vocé havia copiado do livro didatico que vocé
esqueceu em cima da sua cama. Considerando que o professor é um
artista, que necessita de criatividade para agir de acordo com sua
necessidade, o que vocé faria? Imediatamente, vocé seria capaz de dar

valores aos nimeros que sua irmd pintou? Quais seriam esses valores?”

A questdo enunciada anteriormente teve como objetivo analisar se os alunos sdo capazes de
dar solugdes a situagdo problema destacada, fazendo uso dos conceitos e propriedades que foram
trabalhados no decorrer do médulo de ensino. As respostas que apresentaram exemplos sem
justificar, consideramos como sendo insatisfatorias. Respostas que consideraram o (3, 4, 5), e a
partir dele obtiveram secunddrios, apresentando justificativa, consideramos como sendo
incompletas. Por fim, as respostas que apresentaram exemplos e justificativas que recorreram aos
conceitos e propriedades vistos no decorrer do médulo de ensino, classificamos como sendo
satisfatorias.

Diante da andlise realizada, levando em consideracdo as condicdes supracitadas, 4 alunos
apresentam respostas classificadas como insatisfatérias, 3 incompletas e 23 satisfatdrias.

A seguir, apresentamos as transcricoes das respostas dadas pelos alunos A e E, como
exemplos das insatisfatdrias.

Aluno A: “ (3,4,5) — porque € o mais simples de se ter em mente; (5, 12, 13) e (7, 24, 25)”.

Aluno E: “(3,4,5), (6,8,10), (9,12,15) ... dentre outros”.

Como exemplo de respostas incompletas, transcreveremos a seguir, a resposta dada pelo

aluno K.
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“Sim. Seria capaz de atribuir valores a esse tridngulo primitivo. Imaginaria dois nimeros
primos entre si, de paridades diferentes, na qual a soma de seus quadrados seria a hipotenusa, e

essa hipotenusa teria que ser de um valor impar e ser primo, aos outros dois”.

Por fim, ilustraremos a seguir, as respostas dos alunos M, U e R, como representantes das

respostas satisfatdrias, respectivamente.

Aluno M

AL Raghurraslen 72/\,\/“((:)1&”,/\;‘/')’\%&4)2, R e

G Rz~ = .

Se Gy = L TN = » ’ Se U= 2 e X =B -
G2 —32 > v (2-1-aY = (22 42> T e B e R L
2o La¥ o 3R (as 323D

- 3 - 42 ez (=2, 5>
p=SS= (1\ S q,¢,>< — 41 ) .
Pt 2 ) (28 405 (L > T
NS A gt = a2 1B, ', Y 5%
\

Aluno U

S ~oS hVvI m&wxﬁw?qu GOy Rznis ‘Y’k‘mﬁﬁ;dcﬁi YW o
KU, MOl mun 1, CONSMACUE: @ koA di il middd  Comtiukiw Ol
A Qo 84 s ol s Runsa POAB Lol . dobunde oS ocharv

’

A LIS O als HeenOA

<

ESRCE D

A
z
>

L@g‘,‘p’ & vodbuh fes VRCrguills o Gy (3 Li,‘;) 5 (5,12, 13) © 1, L‘”‘,lb)
O OkiRA Ok ALS RAADS i v T &4 P DA OO OO~ AL A NDS
' PO SO A A , oo Fo,  rruadtphicon 3 85 RANDs g ara RS 9 pusva wenV

n & &Y.




Silva, G. A. Estudo histérico e pedagdgico sobre Ternos Pitagéricos a luz de Eugéne Bahier

Aluno R
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A questao 11, cujo objetivo foi verificar se os alunos compreenderam o significado de cada

coluna da tdbua que foi construida no médulo de ensino, tem o seguinte enunciado:

“De acordo com a tdbua que construimos em classe, responda as perguntas relacionadas

cada uma das colunas.”

X y x-1)+x 2(x-1)x b+1
a b c
Qual Qual Qual Que relacdo possui Que
seqiiéncia seqiiéncia seqiiéncia com 0s nimeros | relagdo possui
é é é geradores x e y? com O ndmero
representada? | representada? | representada? b?

Vinte e sete alunos através dos célculos e das justificativas apresentadas mostraram que

compreenderam o significado de cada coluna da tabela, apresentando respostas satisfatorias.

Apenas trés apresentaram respostas insatisfatorias.

O aluno C nfdo se restringiu apenas a valores numéricos, ele apresenta uma andlise do

comportamento da tdbua. Com isso, apresentamos a seguir, a resposta dada pelo aluno C como
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exemplo de resposta satisfatoria.
X y x—-D+x 2(x-1)x b+1
a b c
Qual Qual Qual Que relagfo possue Que relagio
seqtiéncia seqliéncia seqiiéncia com 0s numeros possue com o
é é é geradores x e y? numero b?
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O aluno G apenas apresentou valores numéricos, sem considerar a generalidade da tabua.

Com isso, apresentamos a seguir, a resposta dada pelo aluno G como sendo um dos exemplos de

resposta insatisfatoria.
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Com base na andlise qualitativa das provas escritas, apresentamos a seguir, um quadro
contendo uma andlise quantitativa dos dados, levando em consideracdo a classificacdo das

respostas apresentadas sob as trés categorias levantadas, a saber: satisfatoria, insatisfatoria e
incompleta.
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Quadro 4: Resumo das respostas apresentadas (%)

Classificacao Q7 | Q8 Q9 Q10 | Q1
a b c 1

Satisfatoria | 76,6 | 100 80 | 83,3 | 86,6 | 76,6 | 90

Insatisfatoria | 13,3 - 16,6 10 - 13,3 | 10

Incompleta 6,6 - - - 133 10 -

Em branco 3,3 - 33 6,6 - - -

Conforme podemos constatar na andlise dos dados da prova escrita, expressos
quantitativamente no quadro destacado anteriormente, percebemos uma quantidade significante
de respostas satisfatérias. Entretanto, ndo consideramos as respostas insatisfatérias e incompletas
como indicios da falta de compreensdo, ponto que iremos defender na proxima sessdo, tendo

como referencial as idéias de Compreensao Relacional e Compreensdo Instrumental propostos
por Skemp (1980).

3.6 Niveis de compreensao

Com relacdo as questdes analisadas no quadro 3 e expressas quantitativamente no quadro 4,
por se tratarem de questdes que envolvem conteido matemadtico, na presente sessdo, discutiremos
os resultados, de modo geral, conforme as duas categorias de apreensdo de um conceito:
Compreensdo Instrumental e Compreensao Relacional, propostos por Skemp (1980). O referido
autor enfatiza que nos dois niveis de compreensdo hd compreensdo. Logo, é valido ressaltar que a
afirmacdo de que no nivel compreensdo instrumental ndo hd compreensao € ingénua.

Na presente investigacdo, casos em que por meio de repeticdio o aluno domina certos
algoritmos e regras, sem estabelecer relagdes entre conceitos, consideramos como sendo
representante do nivel de compreensdo instrumental. Em contrapartida, nos casos em que o aluno
relaciona diferentes conceitos através da realizacdo de uma grande variedade de atividades com

criatividade e inteligéncia, consideramos como sendo do nivel de compreensao relacional.
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Quadro 5: Niveis de compreensao apresentados
Aluno | CR" | cI®
A X

X

Nl =<| X 2| <l c| 3 «» 7O v O 2| | | Rl < = | @ = m O O
>

17 ~ .
Compreensdo Relacional.
18 ~
Compreensdo Instrumental.
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Aluno CR CI
A’ X
B’ X
c X
D’ X

A titulo de exemplo, apresentaremos a seguir algumas inferéncias sobre o nivel de
compreensdo dos alunos A’ e E, como sendo representantes dos niveis de compreensao relacional
e instrumental, respectivamente.

O aluno A’ tem 45 anos, nunca lecionou, optou pelo curso em Matemadtica Licenciatura por
afinidade e ndo possui expectativas em relacdo a futura prética docente.No questiondrio aplicado
no inicio da intervencdo pedagdgica, o aluno A’ s6 respondeu uma pergunta dentre as cinco
questdes propostas sobre o Teorema de Pitdgoras e os Ternos Pitagdricos. A referida questao
interrogava sobre o que os alunos conheciam sobre o desenvolvimento histérico do Teorema de
Pitagoras, cuja resposta dada pelo aluno A’ foi a seguinte:

“A soma do quadrado dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa”.

Conforme podemos verificar, a resposta dada nos leva a constatar a idéia de que o Teorema
de Pitdgoras estd ligado apenas a férmula muitas vezes repetida mecanicamente sem o
conhecimento do desenvolvimento histérico do assunto em foco, nem muito menos as
propriedades relacionadas aos trés numeros inteiros que satisfazem o Teorema de Pitagoras.
Particularmente, no caso do aluno A’, esse argumento € reforcado pelo fato de que o mesmo nao
apresentou nenhuma idéia com relagdo aos Ternos Pitagdricos.

No entanto, apds a aplicagao do médulo de ensino, ao analisarmos a prova escrita do aluno
A’, nos deparamos com respostas que representam uma mudanca significativa quanto o
conhecimento do referido aluno sobre o Teorema de Pitdgoras e os Ternos Pitagoricos.

O aluno em foco apresenta respostas onde é presente generalizacdes e exemplificagdes, como
por exemplo, os cdlculos e inferéncias apresentadas na tdbua da dltima questdo da prova escrita.
Outro exemplo disso € a justificativa dada pelo referido aluno de que a importancia da relacao
fundamental se dar pelo fato de que a partir dela podemos generalizar e encontrar uma quantidade
infinita de tridngulos primitivos.

Um ponto muito importante a ser destacado, sdo os trés registros que o aluno A’ deixou na
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prova escrita, sobre a importancia do médulo de ensino para ele. O primeiro registro foi que para
ele ndo houve um momento mais importante do médulo de ensino, e sim todos os momentos,
posto que segundo ele o médulo de ensino foi de suma importancia para o seu aprendizado. O
segundo registro € constatado quando ao responder a pergunta “Com o mddulo de ensino, o que
vocé aprendeu sobre Ternos Pitagdricos” o referido aluno apresenta a resposta

“Os triangulos pitagoricos, primitivos... € as vdrias relagdes que eu ndo tinha conhecimento.”

Por fim, o terceiro registro, o qual consideramos o mais significativo, é constatado no inicio
da resposta dada a situacdo problema, onde era solicitado que o aluno atribuisse valores aos
catetos e hipotenusas de trés tridngulos retangulos. E vilido recordar que essa situacio problema
também estava no questiondrio e que por sinal ndo fora respondida pelo referido aluno.

Antes de exemplificar os trés Ternos Pitagéricos, o aluno A’, fez o seguinte registro: “Antes
desse modulo de ensino eu tinha dificuldade para resolver este problema. Agora com o
conhecimento do Ternos Pitagéricos é bem mais facil resolver”.

Diante do exposto, consideramos o aluno A’ como um exemplo importante do nivel de
compreensdo relacional, dada a comprovagdo da possibilidade de uma maior compreensao do
Teorema de Pitdgoras apds o conhecimento dos Ternos Pitagoricos.

Por sua vez, o aluno E, representante do nivel de compreensdo instrumental, tem 20 anos,
nunca lecionou nem pretende lecionar, assim como o aluno A’ também optou pelo curso em
Matematica Licenciatura por afinidade. No questiondrio aplicado no inicio da intervengdao
pedagodgica, o aluno E respondeu duas perguntas dentre as cinco questdes propostas sobre o
Teorema de Pitdgoras e os Ternos Pitagoricos.

Uma das questdes respondida pelo referido aluno trata sobre o que os alunos conheciam sobre
o desenvolvimento histérico do Teorema de Pitdgoras, cuja resposta dada pelo aluno E foi que “o
teorema surgiu através da semelhanga de tridngulo”.

A resposta destacada anteriormente demonstra a plena falta de conhecimento sobre o
desenvolvimento histérico do Teorema de Pitagoras.

A outra questdo respondida foi a situagdo problema, cuja resposta dada foi simplesmente o
terno (3,4,5), sendo que fora pedido trés exemplos. Dado que o referido aluno nio respondeu as
questdes que interrogavam sobre o que vinha a ser um Terno Pitagérico e sua importancia para o
ensino do Teorema de Pitagoras, consideramos que isso justifica a impossibilidade do aluno em

apresentar outros exemplos na situacdo problema.
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Em relacdo as respostas dadas pelo aluno E na prova escrita, de um modo geral constatamos o
dominio do aluno com certas regras e algoritmos, porém sem relagdes entre conceitos, 0 que nos
levou a considera-lo como representante do nivel de compreensao instrumental. No mais, o nivel
de compreensiao instrumental diagnosticada no aluno E pode ser constatado nos trés registros que
destacaremos a seguir.

O primeiro registro foi que para o aluno em foco, a inter-relagdo histdrica entre os Ternos
Pitagéricos e o Teorema de Pitdgoras é que “apds o Teorema de Pitdgoras veio os Ternos
Pitagoéricos que nos auxilia em resolver qualquer questdo de uma forma mais rapida”. O segundo
registro € a resposta dada a pergunta “Com o mddulo de ensino, o que vocé aprendeu sobre
Ternos Pitagéricos?”, a saber: “Aprendi que com os Ternos Pitagéricos eu posso resolver
qualquer Teorema de Pitigoras mais rdpido e criar qualquer questio para os meus alunos”.
Novamente torna-se evidente a importancia que € dada pelo aluno E ao caréter pratico do assunto
matemadtico estudado.

Por fim, no terceiro registro, a resposta dada a situagdo problema, constatamos a apresentacao
de exemplos especificos, caracteristica do nivel de compreensdo instrumental. A resposta
apresentada é composta do terno (3,4,5) e dois secunddrios desse terno.

No entanto, dado que no nivel de compreensdo instrumental também hd compreensdo, ao
compararmos as respostas apresentadas pelo referido aluno no questiondrio com as respostas
apresentadas na prova escrita, constatamos certa compreensao sobre o Teorema de Pitdgoras e os
Ternos Pitagoéricos. Exemplo claro disso € a resposta supracitada, posto que no questiondrio o
aluno ndo apresentou nenhum conhecimento quanto aos ternos secunddrios.

No mais, um dltimo ponto a ser destacado sobre o aluno E, diz respeito a sua futura prética
docente. Curiosamente no questiondrio o referido aluno mostra plena certeza de que nao pretende
ensinar. Entretanto, na prova escrita ao ser questionado sobre suas expectativas quanto a futura
pratica docente, ele continua ndo querendo lecionar, porém apresenta uma certa possibilidade,
conforme podemos verificar na transcri¢do a seguir.

“Nao pretendo ensinar. Porém, se um dia eu for ensinar, as minhas expectativas sdo as
melhores possiveis. Logo, ndo posso entrar em uma sala de aula pensando negativo”.

Em suma, diante das respostas apresentadas nas provas escritas e na execugao das atividades
propostas no decorrer do médulo de ensino, destacamos que na medida em que os alunos foram

desafiados com atividades em que foram incentivados a agir de forma nao-convencional, os
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mesmos produziram uma diversidade de estratégias de resolu¢cdo, mostrando que compreenderam
as acdes que executaram, em vez de estarem atrelados a memorizacdo de férmulas e
procedimentos.

Com isso, posto a grande quantidade de respostas satisfatérias, na prova escrita, acreditamos
que em sua maioria ocorreu uma aprendizagem com significado, em um nivel de compreensdo
relacional, dos contetidos mateméticos que foram abordados no decorrer do mdédulo de ensino,
bem como no que diz respeito a importancia dos Ternos Pitagdricos para o ensino do Teorema de
Pitagoras e a inter-relacdo histdrica dos referidos conteudos.

No entanto, € vélido ressaltar que em nosso planejamento cometemos a falha de ndo realizar
uma entrevista apos a prova escrita, o que nos daria mais elementos para a referida classificacdo.
Entretanto, mesmo nao tendo realizado essa entrevista, por menor que seja a evolugao dos alunos,
no dominio do conteido matemaético, acreditamos que houve mudancgas significativas quanto ao

conhecimento que os alunos apresentaram antes da aplicacdo do médulo de ensino.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

No presente capitulo discorreremos algumas consideragdes acerca de como o estudo dos
Ternos Pitagéricos pode auxiliar no ensino do Teorema de Pitdgoras, tendo como aliadas a
propria Histéria da Matemdtica e a obra Recherche méthodique et propriétés des triangles
rectangles en nombres entier [Pesquisa Metddica e Propriedades dos Triangulos Retdngulos em
Numeros Inteiros], sob autoria do francé€s Eugene Bahier. As referidas consideracdes, que por sua
vez representam os resultados gerais do nosso estudo, estardo em consonancia com o objetivo
geral e objetivos especificos propostos, os quais serdo frisados a seguir.

O objetivo geral foi analisar o livto Recherche méthodique et propriétés des triangles
rectangles en nombres entiers, visando a aplicacdo do conteido analisado, na disciplina Teoria
dos Numeros, no curso de Matematica Licenciatura da UFRN. Enquanto que os objetivos
especificos foram: 1. Analisar a obra Recherche méthodique et propriétés des triangles
rectangles en nombres entiers, no contexto histérico da Teoria dos Numeros; 2. Elaborar e testar
o mdédulo de ensino a ser ministrado na disciplina Teoria dos Nimeros, tendo como referencial
tedrico a obra Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers;,

3. Promover uma apreciac¢do da Histéria da Matemética como recurso pedagdgico.

Verificamos que o conceito de Ternos Pitagdricos é apresentado de forma consistente e
sistemadtica, o que nos permitiu constatar seu potencial pedagdgico ao elaborarmos o médulo de
ensino que fora aplicado na disciplina Teoria dos Numeros, cuja eficicia discutiremos no
presente capitulo. Outro potencial pedagdgico constado foi a inter-relagdo histérica existente
entre os Ternos Pitagoricos e o Teorema de Pitdgoras.

No decorrer do moédulo do ensino priorizamos o Uso Manipulativo da Histéria da
Matematica, o que segundo Fossa (2001) se da através de atividades estruturadas utilizando
materiais manipulativos, no qual a Histéria da Matematica emerge como uma fonte rica em
matéria prima para o desenvolvimento de tais atividades. Nesse contexto, elaboramos atividades
estruturadas as quais foram aplicadas utilizando o método de redescoberta, promovendo a
investigacao por parte dos alunos, em sua maioria em grupos.

Um ponto a ser destacado foi a participacao efetiva dos alunos, os quais foram estimulados a
atuarem de forma curiosa, criando e refletindo na realizacdo das atividades propostas. Sobretudo,

evidenciou-se que as atividades estruturadas que elaboramos foi de fundamental importancia para
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promover um ensino sobre Ternos Pitagéricos compreensivo, significativo e dinamico para os
alunos, conforme constatamos nos dados obtidos no decorrer e no final da intervencao
pedagdgica.

Posto que a avaliacdo € um processo continuo, levamos em consideragao os dados obtidos no
questiondrio, na discussdo promovida no segundo encontro e na prova escrita. Os dados obtidos
no questiondrio € na discussdo inicial nos mostraram que os alunos apresentavam falta de
conhecimento de alguns conceitos envolvidos, como por exemplo, dos Ternos Pitagéricos, bem
como seu desenvolvimento histérico.

Em contrapartida, a andlise dos dados coletados da prova escrita, de modo geral mostrou que
os alunos assimilaram com relativa compreensdo os conceitos abordados no médulo de ensino,
apontando para uma diferenca qualitativa na aprendizagem com relagdo aos dados obtidos no
questiondrio e na discussao coletiva realizada no inicio da intervencao pedagdgica.

Com relagdo aos niveis de compreensdo, concluimos que a maioria dos alunos atingiu um
nivel relacional de compreensdo, sendo capazes de ultrapassarem as mecanizagdes propostas nos
livros diddticos, apresentando uma compreensao significativa acerca dos trés nimeros inteiros
que satisfazem o Teorema de Pitdgoras, baseada no desenvolvimento histérico. No mais, € valido
ressaltar que até nos casos onde a nosso ver se enquadram no nivel de compreensao instrumental,
houve um aumento significativo quanto a compreensao dos Ternos Pitagéricos e do Teorema de
Pitagoras.

Diante do exposto, ressaltamos a importancia pedagdgica dos Ternos Pitagéricos ao passo
que eles simplificaram os exemplos, possibilitando uma discussdo contextualizada e mais
interessante, por se tratarem de numeros inteiros positivos. Acreditamos que a compreensdo
apresentada, ndo mecanizada, € conseqiiéncia da atuacdo dos alunos como artistas, refletindo e
criando durante a prépria acao.

Os alunos foram capazes de tomar decisdes que o levaram a criar situagdes para suprir certas
necessidades inerentes da futura pritica docente, o que nos leva a acreditar que através das
atividades estruturadas levando em consideracdo o Uso Manipulativo da Histéria da Matemaética
enfocando o Teorema de Pitdgoras e os Ternos Pitagéricos proporcionamos aos alunos, futuros
professores de Matemadtica, condicdoes melhores para atuarem de forma mais eficaz e prazerosa
em sua futura pratica docente.

Por fim, destacamos como contribuicdo da nossa pesquisa, a viabilidade de se elaborar
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atividades que sejam aplicadas ndo s6 na formacao inicial dos professores, mas como também na
formagdo continuada, as quais implicam em uma melhor compreensdo acerca do conteido
matematico em tela, a partir da obra de Bahier (1916) e da Histéria da Matematica. Com isso, em
anexo'’, apresentamos como resultado da nossa pesquisa, o material elaborado para o médulo de
ensino, com o intuito de contribuir para com a formacao inicial e continuada de professores de

Matematica.

1
° Anexo G.
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ANEXO A - Questionario

A. Dados Pessoais

Nome:

Idade:

B. Historico Escolar

Ensino Fundamental

Estado (UF):

Piblico: ( )SIM  ( )NAO

Ensino Médio

Estado (UF):

Pablico: ( )SIM  ( )NAO

Graduagado

Qual semestre vocé estar cursando?

Por que optou pelo curso em Matematica Licenciatura?

C. Pratica Docente

1. Voceé jé leciona? Caso sim, a quanto tempo?

2. Quais sdo suas expectativas sobre sua futura pratica docente?

3. Para vocé, quais sdo os problemas a serem enfrentados pelos futuros professores de
Matemadtica em sua atividade docente?

4. Em sua opinido, o que ¢ um bom ensino de Matematica?

5. O que voce entende por Educacao Matemdtica?

6. Vocé conhece metodologias que auxiliam no ensino de Matematica? Caso sim, cite-as.

7. Em relacdo ao uso da Histéria da Matemaética, para vocé ela é necessaria no ensino de
Matematica? Por qué?

D. Teorema de Pitagoras

1. O que vocé conhece sobre o desenvolvimento historico do Teorema de Pitagoras?

2. Em sua opinido, qual a importancia do estudo do Teorema de Pitdgoras?

3. Vocé conhece alguma aplicacao? Qual?

4. Imagine que vocé estd em uma sala de aula, ensinando sobre o Teorema de Pitagoras.

Suponhamos que com o intuito de exemplificar tridngulos que satisfazem o Teorema de
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Pitagoras, ao olhar para suas anotacdes, voc€ percebe que sua irma mais nova pintou de esmalte
preto, os nimeros correspondentes aos catetos e as hipotenusas dos trés tridngulos que vocé havia
copiado do livro didatico que vocé esqueceu em cima da sua cama. Considerando que o professor
€ um artista, que necessita de criatividade para agir de acordo com sua necessidade, o que vocé
faria? Imediatamente, vocé seria capaz de dar valores aos nimeros que sua irma pintou? Quais
seriam esses valores?

E. Ternos Pitagoricos

1. O que vocé sabe sobre ternos pitagoricos?

2. Vocé considera importante o estudo dos ternos pitagéricos para os futuros professores de

Matemética? Justifique sua resposta.
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ANEXO B - Avaliagao Escrita

Universidade Federal do Rio Grande do Norte - CCET

Programa de P6s Graduacdo em Ensino de Ciéncias Naturais e Matematica

Mestranda: Georgiane Amorim Orientador: John A. Fossa

Puablico Alvo: Alunos do curso de Matematica Licenciatura matriculados na disciplina

Teoria dos Numeros - 2008.2

Avaliacao Escrita

1. Para vocé, o estudo dos ternos pitagdricos para o ensino do Teorema de Pitdgoras, é

importante? Justifique sua resposta.

2. Em relag@o ao desenvolvimento do mddulo de ensino Ternos Pitagdricos: uma ferramenta

pedagdgica no ensino do Teorema de Pitdgoras, qual momento vocé considerou mais importante?

3. Quais sao suas expectativas sobre sua futura pratica docente? Nota: Essa pergunta é

destinada aos alunos do curso de Matematica Licenciatura.

4. Em relacdo ao uso da Histéria da Matemadtica, para vocé ela € necessdria no ensino de

Matemética? Por qué?

5. Historicamente, como os Ternos Pitagéricos e o Teorema de Pitigoras estdo inter-

relacionados?

6. Com 0 mddulo de ensino, o que vocé aprendeu sobre Ternos Pitagéricos?

7. Qual a defini¢io de TRIANGULO PRIMITIVO e de TRIANGULO SECUNDARIO?

8. Porque no desenvolvimento do moédulo de ensino enfatizamos mais os tridngulos

primitivos?
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9. Vimos que (x2 - y2)2 + (2xy)? = (x2 + y?)? € uma importante relacdo no estudo dos ternos
pitagéricos. Suponhamos que um colega seu faltou no dia em que essa relacdo foi exposta e
desenvolvida em classe, o que vocé diria para explica-lo sobre:

a. A importancia dessa relacdo;

b. O procedimento necessario para chegarmos a essa relacao;

c. Quais sdo as condigdes dos termos x € y;

10. Imagine que vocé estd em uma sala de aula, ensinando sobre o Teorema de Pitdgoras.
Suponhamos que com o intuito de exemplificar tridngulos que satisfazem o Teorema de
Pitagoras, ao olhar para suas anotacdes, voc€ percebe que sua irma mais nova pintou de esmalte
preto, os nimeros correspondentes aos catetos e as hipotenusas dos trés tridngulos primitivos que
vocé havia copiado do livro didético que vocé esqueceu em cima da sua cama. Considerando que
o professor € um artista, que necessita de criatividade para agir de acordo com sua necessidade, o
que vocé faria? Imediatamente, vocé seria capaz de dar valores aos nimeros que sua irma pintou?
Quais seriam esses valores?

Nota: Os triangulos deverdo ser primitivos!

11. De acordo com a tdbua que construimos em classe, responda as perguntas relacionadas a

cada uma das colunas.

X y x-1+x 2(x-1)x b+1
a b c
Qual Qual Qual Que relacdo possui com 0s Que
seqiiéncia seqiiéncia seqiiéncia numeros geradores X e y? relacdo possui
é é é com O numero

representada? | representada? | representada? b?
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ANEXO C - Cronograma

13.10.2008: Encontro I

27.10.08: Encontro 11

29.10.08: Encontro III

31.10.08: Encontro IV

03.11.08: Encontro V

05.11.08: Encontro VI

10.11.08: Encontro VII
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ANEXO D - Plano Pedagégico
Moédulo de ensino - Ternos Pitagoricos: uma ferramenta pedagogica no ensino do
Teorema de Pitagoras

Duracao: 7 encontros de duas horas aula cada

Publico Alvo: Alunos da disciplina Teoria dos Numeros, ministrada pelo professor John

Fossa

Conteudo: Ternos Pitagdricos

Objetivos

Geral

Oferecer aos futuros professores de matemdtica, uma pratica que possibilite a reflexdo da

utilizacdo dos Ternos Pitagéricos como uma ferramenta pedagdgica no ensino do Teorema de

Pitagoras.

Especificos

Espera-se que os futuros professores sejam capazes de:

4 Compreender o desenvolvimento histérico do Teorema de Pitagoras;

4 Refletir sobre a importancia do Teorema de Pitdgoras no Ensino de Matematica, bem

como suas aplicagdes;

v Definir os Ternos Pitagoricos;
4 Compreender o desenvolvimento histérico dos Ternos Pitagéricos;
4 Refletir sobre a importancia do estudo dos Ternos Pitagéricos para a futura prética

docente;
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v Entender o uso da Histéria da Matemdtica como recurso pedagdgico, € ndo apenas

como elemento motivador.

Metodologia

Para o desenvolvimento do médulo de ensino, proporcionaremos trés momentos.

No momento I, serd aplicado um questiondrio, que nos servird como parametro (a priori), ao
analisarmos a eficdcia do mdédulo de ensino. Em outras palavras, esse questiondrio serd o
instrumento inicial, que teremos para verificar o alcance dos nossos objetivos. Os outros
instrumentos posteriores, a serem comparados com o questiondrio, serdo o desenvolvimento das
atividades propostas e uma avaliagdo escrita a ser realizada no final. Com o questiondrio,
queremos identificar as concepg¢des dos futuros professores de Matematica, alunos da disciplina

Teoria dos Numeros, sobre:

1. Teorema de Pitdgoras: desenvolvimento histérico, aplicacdo e importancia para o ensino;

2. Ternos Pitagoricos: definicdo, importancia do seu estudo, desenvolvimento histérico;

3. A Histdria da Matematica como recurso pedagdgico.

Além disso, iremos realizar algumas perguntas pessoais, tais como: Por que Licenciatura em

Matemética? J4 leciona? Expectativas?

O momento II consiste no desenvolvimento dos seguintes contetidos:

v Desenvolvimento histérico, interrelacionando os Ternos Pitagéricos com o Teorema de
Pitagoras;

v" O uso da Histéria da Matemética como recurso pedagdgico;

v Necessidade/importincia do estudo dor Ternos Pitagéricos;

Ternos pitagéricos: definicdo, foérmula paramétrica, construir a tabela, estudar o

comportamento, alguns teoremas. Para esse item, iremos utilizar como referéncia, a obra
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Recherche méthodique et propriétés des triangles rectangles en nombres entiers, do francés
Eugene Babhier.

O momento II consiste na aplicacdo didatica do médulo de ensino. Com o intuito de nao s6
uma boa produtividade individual, como também coletiva, as atividades a serem realizadas nos
seis encontros, tais como, exercicios por escrito, participacdo oral, exposicao na lousa, sempre
serdo realizadas em duplas (permutdveis). Entretanto, na medida em que for solicitada a entrega
por escrito das atividades, cada aluno deverd entregar o seu.

No decorrer dos encontros, iremos fornecer algumas dicas de dinamicas e metodologias que
podem ser tteis a futura prética docente dos alunos.

No momento III, aplicaremos uma avalia¢do escrita, com o intuito de registrar por escrito as
respostas dadas pelos alunos, a atividades relacionadas ao que foi apresentado no

desenvolvimento do mdédulo de ensino.

Avaliacao

Considerando que a avaliacdo ndo é algo que acontece depois do ato de conhecer, e sim
continua, os alunos serdo avaliados durante todo o decorrer do médulo de ensino, através de:
dindmica, participacdo, posicoes, registros e comentdrios da producdo coletiva e individual,
freqiiéncia, realizacdo e desenvolvimento das atividades propostas. Além disso, consideraremos

como instrumento avaliativo, uma avaliagdo escrita.
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ANEXO E - Roteiro do encontro V

TEMA: Pesquisa metédica dos tridangulos primitivos por meio da relacao fundamental

I. GENERALIDADE DESSA RELACAO

A todo nimero inteiro maior que dois, tomado por valor de a ou de b, sempre corresponde ao
menos um tridngulo retdngulo em ndmeros inteiros, ou seja, um grupo de trés ndimeros inteiros
ligados pela relagc@o a2 + b% = c2 (I).

II. TRES CASOS PARTICULARES

» 1° caso particular: Em (III), fazendo y = 1, temos:

Exemplos numéricos para os trés primeiros nimeros pares:

para x = 2:
para x = 4:
para x = 6:

Reflexao: Nesse caso, todo valor par atribuido a x, estard associado a valores de a, b e c,
primos entre si, dois a dois, fornecendo assim, um tridngulo primitivo.

» 2° caso particular: Em (III), fazendo y = 2, temos:

Exemplos numéricos para os trés primeiros nimeros impares a partir de x=3:

para x = 3:
parax = 5:
parax =7:

Reflexao: Nesse caso, todo valor impar atribuido a x (a partir de x=3), estard associado a
valores de a, b e c, primos entre si, dois a dois, fornecendo assim, um tridngulo primitivo.
» 3° caso particular: Em (III), fazendo x = y + 1 (ou seja, dois nimeros consecutivos, sendo

X 0 sucessor de y), temos que a = =

Reflexao: Com isso, observamos que os valores sucessivos de a, quando relacionados a
valores de y pertencentes a seqiiéncia natural dos nimeros inteiros, corresponde a seqiiéncia dos
nimeros impares, a partir de 3, e por conseqiiéncia, todos os tridngulos assim obtidos, sdo

primitivos. Nesse caso, os valores correspondentes obtidos para b e ¢, podem ser verificados
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através das relagdes c =b + 1 e b + ¢ = a2 . Através dessa relagcdo, temos que: ¢ = ,b

IV. REFLEXOES
1. Pode-se determinar rapidamente, os nimeros a, b e ¢, em funcdo de x, tomando todos os

valores inteiros a partir de 2. Os valores de a s@o os nimeros impares sucessivos, a partir do 3.

2. A partir da relacdo fundamental (III) (x2 - y2)?2 + (2xy)? = (X2 + y?)?, esses trés casos
particulares, nos conduzem a justificativa/necessidade/possibilidade de construir uma Tabua que

agrupa valores associados de a, b e ¢, em fun¢do do nimero gerador Xx.

3. Diante do exposto, surge uma importante ferramenta pedagogdégica: a construcdo de uma
tdbua, agrupando os valores associados de a, b e ¢, em funcdo de x, permitindo calcular

facilmente, os sucessores, considerando 1 <x <25.

4. Tendo os primitivos, ¢ um bom e 6timo comec¢o. Uma vez que, a partir dos primitivos,

chegamos aos secunddrios.



Silva, G. A. Estudo histérico e pedagdgico sobre Ternos Pitagéricos a luz de Eugéne Bahier

ANEXO F -Tébua a ser preenchida

2(x—-1)

109
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ANEXO G - Contribuicao da nossa investigacao

Material didatico - Ternos Pitagoricos: uma ferramenta pedagégica no ensino do

Teorema de Pitagoras

Publico Alvo: pesquisadores, professores, educadores e estudantes de Matematica e demais

interessados que utilizam a Educacdo Matemdtica como trabalho;
Responsavel: Georgiane Amorim
Conteuado: Ternos Pitagdricos

I. Nocoes Basicas

Problema: as propriedades dos conjuntos dos trés nimeros inteiros positivos que satisfazem
arelacio a? + b? = 2.

Definicoes e propriedades fundamentais

TRIANGULO RETANGULO EM NUMEROS INTEIROS: todo triangulo retangulo
cujos trés catetos sdo mensurdveis conforme uma unidade convenientemente escolhida, podendo
ser expressa por nimeros inteiros e que traduzindo em linguagem aritmética, retoma oferecer a
consideracdo das solugdes através dos nimeros inteiros da relacdo a? + b? = ¢? (I), que existe

entre os trés lados de um tridangulo retangulo;
Condicoes dos termos de a? + b2 =c? (I): a, b e ¢ sdo inteiros, primos entre si, dois a dois;

RELACAO PRIMITIVA OU TRIANGULO PRIMITIVO: toda relagdo (I), nas quais a, b

e ¢ sd0 numeros inteiros primos entre si, dois a dois;

RELACAO SECUNDARIA OU TRIANGULO SECUNDARIO: toda relacdo da forma (I)
que pode ser reconduzida a uma relagdo primitiva, dividindo os trés termos por seu maximo

divisor comum, que €, portanto, um nimero maior que a unidade;

II. TEOREMA: “Se entre trés nimeros inteiros a, b, ¢, primos entre si, dois a dois existe a

relacdo a? + b? = ¢2, os nimeros a € b sdo sempre de paridades diferentes, e nimero ¢ é sempre
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impar”.
DEMONSTRACAO

Para comegar, a € b ndo podem ser todos os dois pares, se ndo eles nao seriam primos entre si.
Eles nao podem ser todos os dois impares, sendo o quadrado de todo nimero impar é multiplo de
8 aumentado de uma unidade.

Tem-se, portanto: a2=8p+1 e b>=8q+ 1.

A soma a? + b? seria um multiplo de 8 aumentado de 2. O numero ¢? seria entdo
simplesmente par, ou seja, ndo multiplo de 4, o que € impossivel, pois todo niimero quadrado par
¢ multiplo de 4.

Portanto, os niimeros a e b sdo de paridades diferentes. Logo, a soma de seus quadrados, ou
seja, ¢ sempre serd impar. Com isso, o0 nimero ¢ € impar.

Com isso, podemos considerar, por conveniéncia, que é sempre possivel supor que na relacao

primitivaa? + b? = ¢? (I), o nimero a é impar; Logo, b serd sempre par.
III. IDENTIDADE

Dado a identidade (X — Y)? + 4XY = (X + Y)? (Il), ao compararmos X-Y=a ¢ X+ Y = c,
temos: X=c+a/2 e Y=c—a/2;,4XY =c?+ a2
Portanto, nota-se que se a relagcdo (I) existe entre trés nimeros inteiros a, b, ¢, primos entre

si, dois a dois, sempre € possivel determinar os valores de X e Y em funcdo dos nimeros a, b e c.

IV. RELACAO FUNDAMENTAL

A partir da identidade II (X — Y)? + 4XY = (X + Y)?, surge a identidade III (x? - y?)? + (2xy)? =
(x? + y?)?, considerando x e y primos entre si e de paridades diferentes, podemos obter para a,b, c,
valores inteiros para as relacoes: a = ( x? - y?)? (IV); b= (2xy)? (V); c= (x?> + y?)? (VI); sendo que

esses valores verificam a relagdo primitiva da forma a? + b? = c2

Pode servir para estabelecer todas as relagdes primitivas da forma I: (x? - y2)? + (2xy)? = (x?
+ y2)2
*Ela foi indicada por Euclides!

Exemplo: Sex=3ey=2, temos que o terno pitagérico correspondente € o (5,12, 13).
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Generalidade da relacao fundamental: “A todo nimero inteiro maior que dois, tomado por
valor de a ou de b, sempre corresponde ao menos um triangulo retingulo em ndmeros inteiros, ou

seja, um grupo de trés nimeros inteiros ligados pela relacdo a2 + b2 = 2 (I)”.

V. TRES CASOS PARTICULARES

1° caso particular: Se substituirmos y = 1 na relacdo fundamental (x?>—y?)?+(2xy)? = (x?+y?)?
(III), obtemos a relag@o (x2—1)2+(2x)? = (x2+1)2.

Exemplos numéricos para os tr€s primeiros nimeros pares:

Para x = 2, o tridngulo correspondente € 32+42 = 52 (menor tridngulo retangulo em ntimeros
inteiros);

Para x = 4, o tridngulo correspondente é 152+8% = 177

Para x = 6, o tridngulo correspondente € 352+122 = 372,

Nesse caso, todo valor par atribuido a x, estard associado a valores de a, b e ¢, primos entre si,
dois a dois, fornecendo assim, um tridngulo primitivo.

2° caso particular: Se substituirmos y = 2 na relacdo fundamental (x?—y?)?+(2xy)? = (x?+y?)?
(IIT), obtemos a relacdo (x2—4)?+(4x)? = (x?>+4)2. Seguindo o mesmo procedimento do primeiro
caso, os exemplos numéricos para os trés primeiros nimeros impares a partir de x=3, sdo os
seguintes:

Para x = 3, o tridngulo correspondente é 52+12% = 132;

Para x = 5, o tridngulo correspondente é 212+20? = 292;

Para x =7, o tridngulo correspondente € 452+282 = 532,

Nesse caso, todo valor impar atribuido a x, a partir de x=3, estara associado a valores de a, b e
¢, primos entre si, dois a dois, fornecendo assim, um tridngulo primitivo.

3° caso particular: Se fizermos x = y+1, ou seja, dois nimeros consecutivos, sendo x o
sucessor de y, obtemos assim, a = x 2-y2 — a = 2y+1.

Com isso, observamos que os valores sucessivos de a, quando relacionados a valores de y
pertencentes a seqiiéncia natural dos nimeros inteiros, corresponde a seqiiéncia dos nimeros

impares, a partir de 3, e por conseqiiéncia, todos os tridngulos assim obtidos, sdo primitivos.
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VI. ALGUMAS REFLEXOES
1. Pode-se determinar rapidamente, os nimeros a, b e ¢, em fun¢do de x, tomando todos os

valores inteiros a partir de 2. Os valores de a s@o os nimeros impares sucessivos, a partir do 3.

2. A partir da relacdo fundamental (III) (x2 - y?2)2 + (2xy)? = (x2 + y?)?, esses trés casos
particulares, nos conduzem a possibilidade de construir uma Tédbua que agrupa valores

associados de a, b e ¢, em funcao do nimero gerador x.

3. Diante do exposto, surge uma 6tima ferramenta pedagogogica: a constru¢do de uma tébua,
agrupando os valores associados de a, b e ¢, em fun¢do de x, permitindo calcular facilmente, os

sucessores, considerando 1 < x < 25.

4. Tendo os primitivos, € um bom e 6timo comec¢o. Uma vez que, a partir dos primitivos,

chegamos aos secunddrios.

VIL. TABUA QUE PODE SER CONSTRUIDA

x |y=x-1|2(x-1)(x=-1)+x|2x-1)x | b+l
a b c
1 0 0 1 0 1
2 1 2 3 4 5
3 2 4 5 12 13
4 3 6 7 24 25
5 4 8 9 40 41
6 5 10 11 60 61
7 6 12 13 84 85
8 7 14 15 112 113
9 8 16 17 144 145
10 9 18 19 180 181
11 10 20 21 220 | 221
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12 11 22 23 264 | 265
13 12 24 25 312 | 313
14 13 26 27 364 | 365
15 14 28 29 420 | 421
16 15 30 31 480 | 481
17 16 32 33 544 | 545
18 17 34 35 612 | 613
19 18 36 37 684 | 685
20 19 38 39 760 | 721
21 20 40 41 840 | 841
22 21 42 43 924 | 925
23 22 44 45 1012 | 1013
24 23 46 47 1104 | 1105
25 24 48 49 1200 | 1201

VIIL. DISCUSSAO DA TABUA

i: As duas primeiras colunas sio constituidas pela seqiiéncia dos nimeros naturais, a primeira
a partir de 1, e a segunda a partir de 0O;

ii: A terceira coluna € constituida pela seqiiéncia dos nimeros pares, a partir de 0. Portanto, os
nimeros dessa coluna sao o dobro dos correspondentes da segunda coluna;

1i: A quarta coluna apresenta os valores sucessivos do nimero a: essa € a seqiiéncia dos
nimeros impares;

iv. A quinta coluna apresenta os valores correspondentes de . O nimero de cada linha é o
produto dos dois nimeros situados sob a mesma linha nas colunas 1 e 3;

v. A sexta coluna apresenta os valores correspondentes de c, obtidos adicionando uma
unidade aos valores de b que se encontram na mesma linha;

vi. Os valores atribuidos ao nimero a, formados pela seqii€ncia natural dos nimeros impares,
sdo terminados por 1, 3, 5, 7, 9, sucessivamente. Com isso, o valor das unidades se repetem por

periodos de 5 nimeros;
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vii. Os valores atribuidos ao nimero b, nessa tdbua, sdo terminados sucessivamente por 0, 4,
2,4, 0 e os numeros c¢ sdo sucessivamente terminados por 1, 5, 3, 5,1; Portanto, os ndmeros b e ¢
se sucedem por periodos de 5, e esses periodos sdo simétricos em relacdo ao nimero médio das
unidades;

viii. O ndmero b sempre serd terminado por 0, 2 ou 4, e que todo nimero ¢ sempre serd
terminado por 1, 3 ou 5.

ix: A tdbua em foco € ficil de ser construida, permitindo determinar rapidamente, todos os
tridngulos primitivos, para os valores impares de a. Com isso, através da multiplicacdo dos
nimeros a, b e ¢ por um mesmo numero inteiro, pode-se deduzir um ndmero ilimitado de

solucdes secundarias.
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